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Abstrakt
Hlavnı´m za´meˇrem pra´ce bylo prˇipravit na´vrh rozsˇirˇujı´cı´ho ucˇebnı´ho materia´lu urcˇene´ho pro
ucˇitele studentu˚ vysoky´ch sˇkol, kterˇı´ si zvolili vysˇsˇı´ matematiku jako volitelny´ prˇedmeˇt, cˇi
strˇedosˇkolsky´ch studentu˚, kterˇı´ se matematice veˇnujı´ nad ra´mec povinny´ch osnov.
V u´vodu pra´ce jsou sepsa´ny du˚vody, ktere´ motivovaly k vy´beˇru te´mat a je zde strucˇneˇ
provedena charakteristika jednotlivy´ch kapitol. Na tuto cˇa´st navazuje druha´ kapitola, ve ktere´
prˇipomeneme vy´znam neˇktery´ch zna´my´ch pojmu˚. Na vybrany´ch strˇednı´ch sˇkola´ch a na vy-
soky´ch sˇkola´ch, ktere´ majı´ do vy´uky zarˇazen za´kladnı´ kurz diferencia´lnı´ho pocˇtu, se studenti
setka´vajı´ s pojmem derivace a jejı´ definicı´ pomocı´ limity. S vyuzˇitı´m derivace a jejı´ch aplikacı´
jsou pak nejcˇasteˇji sezna´meni prˇi urcˇova´nı´ monotonie a extre´mu˚ funkce jedne´ rea´lne´ promeˇnne´.
Tyto prˇı´klady veˇtsˇinou nejsou spojeny s praxı´. Prˇi za´veˇrecˇne´m pru˚zkumu pak studenti uva´deˇjı´
jako nejcˇasteˇjsˇı´ odpoveˇd’ na ota´zku nejproblematicˇteˇjsˇı´ho u´seku probı´rane´ la´tky pojem limita.
Za´kladnı´ definice derivace studenty pak odradı´ jizˇ v u´vodu, protozˇe jejı´m na´strojem je pra´veˇ
limita. Dalsˇı´m cı´lem pra´ce proto bude snaha zameˇrˇit se na neˇktere´ problematicke´ pojmy jako
je naprˇı´klad posloupnost, Lipschitzova podmı´nka, limita, derivace, integra´l a vhodnou formou
prˇiblı´zˇit tyto pojmy tak, aby studenti pochopili podstatu proble´mu a aby byli schopni aplikovat
poznatky prˇi vytva´rˇenı´ jednoduchy´ch matematicky´ch modelu˚ naprˇ. prˇi popisu pohybu vozidel
na silnicı´ch. V za´veˇru se strucˇneˇ zmı´nı´me o parcia´lnı´ch derivacı´ch, protozˇe je budeme v 6. ka-
pitole vyuzˇı´vat.
Trˇetı´ kapitola je veˇnova´na vy´kladu o procesu vy´voje a vy´znamu matematicke´ho mode-
lova´nı´. Sezna´mı´me se s numericky´mi proble´my a u´skalı´mi, ktere´ matematicke´ modelova´nı´
prova´zı´. Soucˇasneˇ prˇedstavı´me jednoduchy´ diagram popisujı´cı´ posloupnost kroku˚, ktere´ je nutne´
dodrzˇet k tomu, aby mohl by´t model ”u´speˇsˇny´“.
Navazujı´cı´ cˇa´st pra´ce - cˇtvrta´ kapitola si klade za cı´l vytvorˇit modely jednoduchy´ch rea´lny´ch
proble´mu˚. Z jiste´ho u´hlu pohledu na rˇesˇenı´ teˇchto u´loh se lze dostat k pojmu˚m jako je naprˇ.
pevny´ a prˇitahujı´cı´ bod, orbita cˇi chaos. Vy´klad je veden takovy´m zpu˚sobem, aby student pocho-
pil za´kladnı´ pojmy pomocı´ analy´zy grafu˚ souvisejı´cı´ch s uvedeny´mi proble´my. Tato tematika
mu˚zˇe by´t pro studenty prˇı´nosna´ take´ tı´m, zˇe poznatky o nelinea´rnı´ch a chaoticky´ch procesech
prˇina´sˇejı´ kromeˇ rozsˇı´rˇenı´ matematicky´ch znalostı´ obohacenı´ ve smyslu pohledu na jinou realitu,
ktery´ nenı´ ve sˇkole obvykly´.
Pa´ta´ kapitola v podstateˇ tematicky navazuje na prˇedchozı´ kapitolu. Uka´zˇeme, jak lze prˇeve´st
rˇesˇenı´ spojite´ho proble´mu na rˇesˇenı´ diskre´tnı´ho proble´mu a za jaky´ch podmı´nek jsou tyto modi-
fikace u´speˇsˇne´. Prˇi te´to prˇı´lezˇitosti se zameˇrˇı´me na vybrana´ u´skalı´ spojena´ s aktua´lnı´mi te´maty
(analy´za Lipschitzovy podmı´nky, volba pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´).
V na´sledujı´cı´ cˇa´sti pra´ce je pozornost soustrˇedeˇna na snahu porovnat vy´sledky dvou zcela
rozdı´lny´ch prˇı´stupu˚ k modelova´nı´ dynamiky dopravnı´ho proudu. Zpu˚sob modelova´nı´ dopravnı´ch
syste´mu˚ je ovlivneˇn mnoha faktory. Za´sadnı´ roli zde hraje dostupnost dat pro dany´ zpu˚sob mo-
delova´nı´ a samozrˇejmeˇ i pozˇadovana´ u´rovenˇ detailu. Rozezna´va´me proto trˇi za´kladnı´ skupiny
modelu˚. Prvnı´ skupinu zastupujı´ makromodely zameˇrˇujı´cı´ se na celkove´ chova´nı´ syste´mu a
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vyzˇadujı´cı´ globa´lnı´ vstupnı´ data. Opakem jsou pak mikromodely specializujı´cı´ se na detailnı´
popis chova´nı´ jednotlivy´ch elementu˚ modelu. Mezi teˇmito dveˇma prˇı´stupy pak mu˚zˇeme najı´t
skupinu tzv. mezoskopicky´ch modelu˚, ktere´ kombinujı´ prvky makromodelu˚ i mikromodelu˚.
V sˇeste´ kapitole budeme veˇnovat pozornost ota´zce modelova´nı´ dopravnı´ho proudu z makro-
skopicke´ho u´hlu pohledu. Nejdrˇı´ve odvodı´me matematicky´ model v podobeˇ parcia´lnı´ dife-
rencia´lnı´ rovnice a pote´ se zameˇrˇı´me na rˇesˇenı´ te´to rovnice pomocı´ metody charakteristik.
V prˇı´padeˇ, zˇe je u´loha pro modelova´nı´ dopravnı´ho proudu zada´na s nespojity´mi pocˇa´tecˇ-
nı´mi podmı´nkami, lze narazit na potı´zˇe spojene´ s rˇesˇenı´m tohoto proble´mu pouzˇitı´m makro-
skopicke´ho modelu. Pak mu˚zˇe by´t velmi vy´hodne´ vyuzˇı´t jiny´ prˇı´stup, tzv. multiagentnı´ prˇı´stup,
kdy se model skla´da´ z velke´ho mnozˇstvı´ objektu˚ s autonomnı´m chova´nı´m - agentu˚, ktere´ pra´veˇ
tı´mto chova´nı´m a uplatneˇnı´m svy´ch vza´jemny´ch vazeb vytva´rˇejı´ globa´lnı´ charakteristiku celku.
S tı´mto mikrokospicky´m prˇı´stupem k rˇesˇenı´ dane´ho proble´mu se setka´me v 7. kapitole. K po-
chopenı´ souvislostı´ mezi dveˇma odlisˇny´mi pohledy na vnı´ma´nı´ popisu naprˇ. dopravnı´ho toku
vozidel - mikroskopicke´ho a makroskopicke´ho lze u´speˇsˇneˇ vyuzˇı´t softwaru AnyLogic [2]. Sna-
hou bude popsat danou problematiku takovy´m zpu˚sobem, aby zameˇrˇena´ cı´lova´ skupina studentu˚
porozumeˇla hlavnı´m mysˇlenka´m vedoucı´ch k sestavenı´ a rˇesˇenı´ matematicky´ch modelu˚ s tı´m,
zˇe vy´klad neˇktery´ch slozˇiteˇjsˇı´ch partiı´ bude poda´n zjednodusˇeneˇjsˇı´ formou.
Problematika numericke´ho rˇesˇenı´ jednoduchy´ch proble´mu˚ je obsahem 8. kapitoly. Strucˇnou
formou je zde student sezna´men s pojmem diferencˇnı´ metody a jak lze teˇchto numericky´ch
metod vyuzˇı´t k rˇesˇenı´ jednoduche´ parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnice. Konecˇneˇ v za´veˇru se dot-
kneme take´ toho, za jaky´ch podmı´nek je vybrana´ numericka´ metoda uzˇitecˇna´ v souvislosti s
termı´ny konvergence, konsistence a stabilita numericke´ metody. Prˇi te´to prˇı´lezˇitosti se zmı´nı´me
o neˇktery´ch proble´mech spojeny´ch s aktua´lnı´mi te´maty (Rankinova-Hugoniotova cˇi Courantova-
Friedrichsova-Lewyho podmı´nka).
Klı´cˇova´ slova: derivace, pevny´ bod, orbita, chaos, hustota a tok vozidel, metoda charakteristik,
simulacˇnı´ model, numericke´ metody
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Abstract
The aim of this work is to suggest an expansion of preparation of learning materials designed
for university teachers who work with students who have chosen advanced mathematics as an
elective, or with high school students who are engaged in mathematics beyond compulsory cur-
riculum. Students will work with a simple example of mathematical modeling in solving simple
transport tasks.
At selected secondary schools and universities, where the basic course of differential calcu-
lus is included in, students encounter the concept of derivative and its definition using limits.
They are most familiar with the use of derivatives and its applications in determining the mo-
notony and extremes of functions of one variable. These examples are not usually associated
with practice. In the final survey, students reported as the most common answer to the most
problematic part of the subject matter concept of the limit. The basic definition of derivative
discourages students already in the beginning, because the tool of the definition of the limit is
the limit itself. Another aim therefore will be to focus on some of the problematic notions such
as derivatives, limit sequence, integral and the appropriate form to introduce these concepts so
that students understand the nature of the problem and are able to apply their knowledge in
creating simple mathematical models e.g. to describe the movement of vehicles on the roads.
The concept of derivation is mentioned in the second chapter of the work.
Chapter 3 is devoted to the interpretation of the development process and the importance
of mathematical modeling. We meet with numerical problems and pitfalls that are joined with
the mathematical modeling. At the same time we introduce a simple diagram describing the
sequence of steps that must be followed in order to be able the model ”successful“.
The following part of the work - the fourth chapter - aims to create models of simple but
real problems. From a certain perspective on solving these tasks, we can get to concepts such
as fixed points or an attracting orbit and even chaos. Lectures are conducted in such a way that
students understand the basic concepts by analysis of graphs associated with these problems.
Chapter 5 follows the previous chapter. We will show how to convert the solving of conti-
nuous problem to the solving of the discrete problem and under what conditions these modi-
fications are successful. On this occasion, we will focus on selected problems associated with
current topics (importance of Lipschitz condition, choice of initial approach).
In Chapter 6 we derive a mathematical model in the form of partial differential equations.
To apply the equation for an illustrative example of the practice it was necessary to introduce
and understand some important concepts such as the traffic density, the traffic jam, the conti-
nuous and reduced traffic or the flow function. Then, we have focused on solving this equation
using the method of characteristics. The theoretical part is complemented by several practical
examples describing situations encountered in everyday traffic.
In the following part, we focus on trying to compare the results of two entirely different
approaches to modeling the dynamics of traffic flow. We can distinguish three basic models.
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The first group represented by macromodels is focused on the overall behavior of the system
and requires global input data. The opposite is then micromodels specializing in the detailed
description of the behavior of individual elements of the model. Between these two approaches,
we can find another group called mesoscopic models that combine elements of both macromo-
del and micromodel.
In case the task of traffic flow modeling is defined with discontinuous initial conditions, we
might encounter difficulties associated with resolving this problem using a macroscopic model.
It might be useful to choose a different approach called multiagent approach where the model
consists of many objects with autonomous behavior - agents that using this behavior and asser-
ting their mutual relations form a global response unit. We introduce this microscopic approach
in Chapter 7. To understand the relationship between these two different models in more detail
- microscopic and macroscopic – we can use the AnyLogic software. We tried to describe given
problem in a way so that a focused target group of students would understand the main points
leading to building and solving mathematical models. We aimed to deliver the interpretation of
certain parts in a more popular form.
The issue of the numerical solution of simple problems is the content of Chapter 8. Briefly,
the student is introduced the concept of differential methods and how they can use numerical
methods to solve simple partial differential equations. In the end, we also analyze the conditi-
ons under which the numerical methods are useful in connection with the terms of convergence,
consistency and numerical stability. On this occasion, we will discuss about some of the pitfalls
associated with current topics (Rankine-Hugoniot or Courant-Friedrichs-Lewy condition).
The part concerning the numerical modeling and numerical experiments could be beneficial
for students. Students are during the actual formulation of initial conditions corresponding to
the modeled reality delved into the solved problem and they are more easily able to understand
the problems of comparison of discrete and continuous approach to solving problems related,
for example, to modeling the traffic flow of vehicles (detailed calculation of slopes of characte-
ristics may help to explain some contexts). The differences between these two ways i.e. where
time does not go continuously but changes abruptly from one event to the other, and cases where
a phenomenon is described as a continuous function of time, will be demonstrated on simple
concrete examples so that the apparent advantages and disadvantages or common features of
both approaches were understood. For comparison of results obtained by the procedures set out
in Chapters 6, 7 and 8 on solving one particular model situation again, we chose a graphic way.
The graphs in the paper were constructed using the graphical software Derive 6.
Keys words: derivative, fixed point, orbit, chaos, density and flow of vehicles, method of cha-
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Hlavnı´m cı´lem pra´ce je prˇipravit na´vrh rozsˇirˇujı´cı´ho ucˇebnı´ho materia´lu urcˇene´ho pro ucˇitele
studentu˚ vysoky´ch sˇkol, kterˇı´ si zvolili vysˇsˇı´ matematiku jako volitelny´ prˇedmeˇt, cˇi strˇedo-
sˇkolsky´ch studentu˚, kterˇı´ se matematice veˇnujı´ nad ra´mec povinny´ch osnov.
Pokud se zameˇrˇı´me na vysokosˇkolske´ ucˇitele, pak nedı´lnou soucˇa´stı´ jejich cˇinnosti spolecˇneˇ
s vy´ukou je jejich dalsˇı´ sebevzdeˇla´va´nı´. Ve veˇtsˇineˇ prˇı´padu˚ je tato cˇinnost spojena s veˇdeckovy´z-
kumny´mi aktivitami v ru˚zny´ch podoba´ch a soucˇasneˇ s formou postupne´ho zvysˇova´nı´ veˇdecke´
kvalifikace. Strˇednı´ sˇkoly ovsˇem neˇjaky´ konkre´tnı´ komplexnı´ koncept sebevzdeˇla´va´nı´ ucˇitelu˚
dlouhodobeˇ postra´daly. Tuto situaci by meˇla v blı´zke´ budoucnosti napravit novela zava´deˇjı´cı´
karie´rnı´ rˇa´d, jı´mzˇ stanovı´ pro pedagogy trˇi karie´rnı´ stupneˇ. Do prvnı´ho stupneˇ ucˇitel vstupuje
automaticky a ma´ za u´kol se s podporou sve´ho tzv. uva´deˇjı´cı´ho ucˇitele profesneˇ rozvı´jet a da´le
sebevzdeˇla´vat po dobu dvou let. Postup do vysˇsˇı´ch karie´rnı´ch stupnˇu˚ je pak ucˇiteli umozˇneˇn na
za´kladeˇ hodnotı´cı´ho pohovoru prˇed komisı´. Sˇkola rovneˇzˇ definuje pro rozvoj pedagoga vlastnı´
pozˇadavky, ktere´ se pak spolu s prˇedepsany´mi zkombinujı´ a vytva´rˇejı´ tak osobnı´ pla´n profesnı´ho
rozvoje zakla´dajı´cı´m se na pokracˇujı´cı´m sebevzdeˇla´va´nı´.
Rˇada ucˇitelu˚ se veˇnuje dalsˇı´mu studiu matematiky z neˇkolika du˚vodu˚. Jednı´m z nejvy´zna-
mneˇjsˇı´ch cı´lu˚ je pak rozsˇı´rˇit si sve´ veˇdomosti proto, aby mohli prˇispeˇt k zpestrˇenı´ vy´kladu
povinne´ la´tky nebo zarˇadit neˇktere´ modernı´ metody, aktua´lnı´ novinky cˇi postupy, ktere´ nejsou
soucˇa´stı´ obvykly´ch povinny´ch sˇkolnı´ch osnov, a mohou prˇispeˇt k popularizaci neoblı´bene´ ma-
tematiky. Na za´kladeˇ teˇchto u´vah se zrodila mysˇlenka zpracovat vybrane´ partie matematiky
vztahujı´cı´ se k te´matu matematicke´ a numericke´ modelova´nı´ do ucelene´ podoby tak, aby mohly
napomoci ucˇitelu˚m k vy´sˇe formulovany´m cı´lu˚m.
Matematicke´ a numericke´ modelova´nı´ je neusta´le se rozvı´jejı´cı´ modernı´ obor, ktery´ je vyuzˇı´-
va´n v mnoha oblastech lidske´ cˇinnosti. Modelova´nı´ proniklo do ru˚zny´ch disciplı´n naprˇ. tech-
nicky´ch, prˇı´rodnı´ch, ekonomicky´ch cˇi socia´lnı´ch. S matematicky´mi modely se setka´va´me denneˇ
na kazˇde´m kroku, prˇi prˇedpoveˇdi pocˇası´, prˇi modelova´nı´ dopravnı´ch sı´tı´, populace, rˇı´zenı´ za´sob,
proudeˇnı´ podzemnı´ vody, urcˇenı´ za´topovy´ch oblastı´ prˇi povodnı´ch a v inzˇeny´rsky´ch dı´lech (kon-
strukce letadel, jaderny´ch reaktoru˚, aut, rychlovlaku˚, mostu˚) atd. Modely se staly nedı´lnou
soucˇa´stı´ a na´strojem prˇi prˇedvı´da´nı´ vy´voje ru˚zny´ch deˇju˚. Pouzˇitı´ vhodne´ho matematicke´ho
modelu prˇina´sˇı´ mnoho vy´hod, usnadnˇuje pochopenı´ slozˇiteˇjsˇı´ch jevu˚ a procesu˚ a souvislostı´,
umozˇnˇuje simulaci ru˚zny´ch mozˇny´ch vy´sledku˚. Pojmy matematicke´ho a numericke´ho mode-
lova´nı´ jsou v soucˇasnosti beˇzˇneˇ pouzˇı´va´ny i ve sdeˇlovacı´ch prostrˇedcı´ch, proto by si zacˇleneˇnı´
postupu˚ a metod vztahujı´cı´ch se k modelova´nı´ jednodusˇsˇı´ch jevu˚ v rozumne´ mı´rˇe do osnov
vybrany´ch sˇkol zasluhovalo. Snahou neˇktery´ch sˇkol je zarˇadit do vy´uky prˇedmeˇt seznamujı´cı´
studenty s vyuzˇitı´m komercˇnı´ch programu˚ naprˇ. Matlab cˇi Statistica k demonstraci probı´rane´
la´tky v ru˚zny´ch prˇedmeˇtech jako jsou matematika, fyzika, biologie cˇi chemie. Odtud pak jizˇ
vede cesta k numericke´mu modelova´nı´. Modelova´nı´ prˇedstavuje cely´ proces vcˇetneˇ verifikace
a validace na pomezı´ matematiky, prˇı´slusˇne´ disciplı´ny a informatiky.
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Pozornost nebude zameˇrˇena pouze na izolovane´ metody, ale na modelova´nı´ jako jisty´ prˇı´stup
k rˇesˇenı´ dane´ho proble´mu. Studenti se s pomocı´ vyucˇujı´cı´ho sezna´mı´ s ru˚zny´mi postupy v ob-
lasti matematicke´ho modelova´nı´ vybrany´ch jevu˚, se ktery´mi se lze setkat v rea´lne´m zˇivoteˇ
naprˇı´klad prˇi rˇesˇenı´ jednoduchy´ch dopravnı´ch u´loh. Neˇktere´ vybrane´ partie byly jizˇ cvicˇneˇ
zarˇazeny jako zpestrˇenı´ vy´uky v semina´rˇı´ch urcˇeny´ch pro prˇedmeˇt Matematika 3 na Vysoke´
sˇkole technicke´ a ekonomicke´ v Cˇesky´ch Budeˇjovicı´ch a studenty byly prˇijaty kladneˇ.
Prˇi podrobne´ analy´ze odborne´ cˇi popularizacˇnı´ literatury urcˇene´ pro strˇedosˇkolske´ studenty
na cˇeske´m trhu se nepodarˇilo nale´zt publikaci, ktera´ by se veˇnovala matematicke´mu a nume-
ricke´mu modelova´nı´ v te´matech zahrnuty´ch v te´to pra´ci. Lze narazit na publikace veˇnujı´cı´
se popularizaci matematicke´ho modelova´nı´ jmenoviteˇ naprˇı´klad sbı´rka rˇesˇeny´ch netradicˇnı´ch
u´loh s na´zvem Aplikacˇnı´ u´lohy pro radost (viz [5]), ktera´ je urcˇena za´jemcu˚m o matematicke´
modelova´nı´ rea´lny´ch situacı´ a je smeˇrˇova´na nejen ke studentu˚m poslednı´ch rocˇnı´ku˚ strˇednı´ch
sˇkol, ale take´ do rˇad ucˇitelu˚. Lze vyhledat nescˇetneˇ odkazu˚ na internetove´ kurzy, prˇedna´sˇky a
konference, ktere´ se zaby´vajı´ jisty´m u´sekem vztahujı´cı´m se tematicky k modelova´nı´. Existujı´
jednotlive´ cˇla´nky publikovane´ naprˇı´klad v cˇasopise Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
nebo v cˇasopise Vesmı´r. Lze vyhledat rˇadu publikacı´ naprˇı´klad [14], neˇktere´ bakala´rˇske´, diplo-
move´ a disertacˇnı´ pra´ce, ktere´ se te´matu matematicke´ho a numericke´ho modelova´nı´ veˇnujı´, ale
veˇtsˇinou v jine´m kontextu a jsou urcˇeny prˇedevsˇı´m pro tercia´rnı´ vzdeˇla´va´nı´. Velky´m prˇı´nosem
v te´to oblasti je pak cˇinnost Sˇkoly matematicke´ho modelova´nı´ (Sˇkomam), kterou porˇa´da´ jizˇ od
roku 2005 Katedra aplikovane´ matematiky na Vysoke´ sˇkole Ba´nˇske´ – Technicke´ univerziteˇ v
Ostraveˇ v podobeˇ kazˇdorocˇnı´ho trˇı´dennı´ho kurzu. Tato akce je urcˇena prˇedevsˇı´m pro studenty
poslednı´ch a prˇedposlednı´ch rocˇnı´ku˚ strˇednı´ch sˇkol, je zameˇrˇena na matematicke´ modelova´nı´
a vy´pocˇetnı´ techniku a je organizova´na prostrˇednictvı´m dopolednı´ch sekcı´ prˇedna´sˇek a odpo-
lednı´ch pocˇı´tacˇovy´ch cvicˇenı´.
Pokud provedeme podobny´ pru˚zkum v zahranicˇı´, narazı´me opeˇt na velmi pocˇetnou da-
taba´zi ru˚zny´ch produktu˚, ktere´ se pojı´ s matematicky´m a numericky´m modelova´nı´m, a jsou
urcˇeny pro studenty ru˚zny´ch u´rovnı´. Za zmı´nku stojı´ uve´st naprˇı´klad skupinu ICTMA (Me-
zina´rodnı´ spolecˇenstvı´ ucˇitelu˚ matematicke´ho modelova´nı´ a aplikacı´). Cı´lem te´to mezina´rodnı´
skupiny je popsat vsˇechny aspekty ty´kajı´cı´ se vyucˇova´nı´ a ucˇenı´ o matematicke´m modelova´nı´
na sekunda´rnı´ a tercia´rnı´ u´rovni, naprˇ. psychologicke´ aspekty modelova´nı´ a jeho ucˇenı´, mode-
lova´nı´ kompetencı´, prˇı´klady modelova´nı´ a vzdeˇla´vacı´ch kurzu˚ pro ucˇitele. Zameˇrˇenı´ cˇinnosti
te´to skupiny vede prˇeva´zˇneˇ k didakticke´mu pohledu na uvedenou problematiku. Da´le by sta´lo
za pozornost zmı´nit aktivitu pracovnı´ku˚ na Chalmers University of Technology, kterˇı´ vyvinuli
program s na´zvem Aplikovana´ matematika: Body & Soul (viz [9]). Tento projekt prˇedstavuje
mozˇnosti matematicke´ho modelova´nı´ v oblasti matematiky, veˇdy a techniky a zahrnuje modernı´
verzi matematicke´ analy´zy, linea´rnı´ algebry vcˇetneˇ numericky´ch metod a aplikacı´ urcˇeny´ch pro
bakala´rˇske´ programy v oblasti technicky´ch disciplı´n. Dalsˇı´ cˇa´st te´to publikace je jizˇ veˇnova´na




Ve vsˇech zacˇleneˇny´ch kapitola´ch nalezneme podrobny´ vy´klad vztahujı´cı´ se k dane´mu te´matu.
Pro na´zornost je text doplneˇn rˇadou ilustrativnı´ch obra´zku˚ cˇi grafu˚. V prˇı´padeˇ slozˇiteˇjsˇı´ch u´vah
vyzˇadujı´cı´ch zı´skat detailneˇjsˇı´ a komplexnı´ prˇedstavu jsou uvedeny odkazy na vhodnou lite-
raturu. Veˇtsˇina kapitol je uzavrˇena neˇkolika jednoduchy´mi rˇesˇeny´mi prˇı´klady. V za´veˇru kazˇde´
kapitoly je provedeno strucˇne´ shrnutı´ probrane´ho u´seku a prˇipojena doporucˇenı´ a odkazy k
dalsˇı´mu studiu.
V u´vodnı´ cˇa´st navazuje druha´ kapitola, ve ktere´ prˇipomeneme vy´znam neˇktery´ch zna´my´ch
pojmu˚. Na vybrany´ch strˇednı´ch sˇkola´ch a na vysoky´ch sˇkola´ch, ktere´ majı´ do vy´uky zarˇazen
za´kladnı´ kurz diferencia´lnı´ho pocˇtu, se studenti setka´vajı´ s pojmem derivace a jejı´ definicı´ po-
mocı´ limity. S vyuzˇitı´m derivace a jejı´ch aplikacı´ jsou pak nejcˇasteˇji sezna´meni prˇi urcˇova´nı´
monotonie a extre´mu˚ funkce jedne´ rea´lne´ promeˇnne´. Tyto prˇı´klady veˇtsˇinou nejsou spojeny
s praxı´. Prˇi za´veˇrecˇne´m pru˚zkumu pak studenti uva´deˇjı´ jako nejcˇasteˇjsˇı´ odpoveˇd’ na ota´zku
nejproblematicˇteˇjsˇı´ho u´seku probı´rane´ la´tky pojem limita. Za´kladnı´ definice derivace studenty
pak odradı´ jizˇ v u´vodu, protozˇe jejı´m na´strojem je pra´veˇ limita. Dalsˇı´m cı´lem pra´ce proto
bude snaha zameˇrˇit se na neˇktere´ problematicke´ pojmy jako je naprˇı´klad posloupnost, Lipschi-
tzova podmı´nka, limita, derivace, integra´l a vhodnou formou prˇiblı´zˇit tyto pojmy tak, aby stu-
denti pochopili podstatu proble´mu a aby byli schopni aplikovat poznatky prˇi vytva´rˇenı´ jed-
noduchy´ch matematicky´ch modelu˚ naprˇ. prˇi popisu pohybu vozidel na silnicı´ch. V za´veˇru se
strucˇneˇ zmı´nı´me o parcia´lnı´ch derivacı´ch, protozˇe je budeme v 6. kapitole vyuzˇı´vat.
Trˇetı´ kapitola je veˇnova´na vy´kladu o procesu vy´voje a vy´znamu matematicke´ho mode-
lova´nı´. Sezna´mı´me se s numericky´mi proble´my a u´skalı´mi, ktere´ matematicke´ modelova´nı´
prova´zı´. Soucˇasneˇ prˇedstavı´me jednoduchy´ diagram popisujı´cı´ posloupnost kroku˚, ktere´ je nutne´
dodrzˇet k tomu, aby mohl by´t model ”u´speˇsˇny´“.
Cˇtvrta´ kapitola si klade za cı´l vytvorˇit modely jednoduchy´ch rea´lny´ch proble´mu˚. Z jiste´ho
u´hlu pohledu na rˇesˇenı´ teˇchto u´loh se lze dostat k pojmu˚m jako je naprˇ. pevny´ a prˇitahujı´cı´
bod, orbita cˇi chaos. Vy´klad je veden takovy´m zpu˚sobem, aby student pochopil za´kladnı´ pojmy
pomocı´ analy´zy grafu˚ souvisejı´cı´ch s uvedeny´mi proble´my. Tato tematika mu˚zˇe by´t pro stu-
denty prˇı´nosna´ take´ tı´m, zˇe poznatky o nelinea´rnı´ch a chaoticky´ch procesech prˇina´sˇejı´ kromeˇ
rozsˇı´rˇenı´ matematicky´ch znalostı´ obohacenı´ ve smyslu pohledu na jinou realitu, ktery´ nenı´ ve
sˇkole obvykly´.
Pa´ta´ kapitola tematicky navazuje na prˇedchozı´ kapitolu. Uka´zˇeme, jak lze prˇeve´st rˇesˇenı´
spojite´ho proble´mu na rˇesˇenı´ diskre´tnı´ho proble´mu a za jaky´ch podmı´nek jsou tyto modifi-
kace u´speˇsˇne´. Prˇi te´to prˇı´lezˇitosti se zameˇrˇı´me na vybrana´ u´skalı´ spojena´ s aktua´lnı´mi te´maty
(analy´za Lipschitzovy podmı´nky, volba pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´).
V na´sledujı´cı´ cˇa´sti pra´ce je pozornost soustrˇedeˇna na snahu porovnat vy´sledky dvou zcela
rozdı´lny´ch prˇı´stupu˚ k modelova´nı´ dynamiky dopravnı´ho proudu. Zpu˚sob modelova´nı´ dopravnı´ch
syste´mu˚ je ovlivneˇn mnoha faktory. Za´sadnı´ roli zde hraje dostupnost dat pro dany´ zpu˚sob mo-
delova´nı´ a samozrˇejmeˇ i pozˇadovana´ u´rovenˇ detailu. Rozezna´va´me proto trˇi za´kladnı´ skupiny
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modelu˚. Prvnı´ skupinu zastupujı´ makromodely zameˇrˇujı´cı´ se na celkove´ chova´nı´ syste´mu a
vyzˇadujı´cı´ globa´lnı´ vstupnı´ data. Opakem jsou pak mikromodely specializujı´cı´ se na detailnı´
popis chova´nı´ jednotlivy´ch elementu˚ modelu. Mezi teˇmito dveˇma prˇı´stupy pak mu˚zˇeme najı´t
skupinu tzv. mezoskopicky´ch modelu˚, ktere´ kombinujı´ prvky makromodelu˚ i mikromodelu˚.
V sˇeste´ kapitole se budeme veˇnovat te´matu modelova´nı´ dopravnı´ho proudu z makrosko-
picke´ho u´hlu pohledu. Nejdrˇı´ve odvodı´me matematicky´ model v podobeˇ parcia´lnı´ diferencia´lnı´
rovnice a pote´ se zameˇrˇı´me na rˇesˇenı´ te´to rovnice pomocı´ metody charakteristik.
V prˇı´padeˇ, zˇe je u´loha pro modelova´nı´ dopravnı´ho proudu zada´na s nespojity´mi pocˇa´tecˇ-
nı´mi podmı´nkami, lze narazit na potı´zˇe spojene´ s rˇesˇenı´m tohoto proble´mu pouzˇitı´m makro-
skopicke´ho modelu. Pak mu˚zˇe by´t velmi vy´hodne´ vyuzˇı´t jiny´ prˇı´stup, tzv. multiagentnı´ prˇı´stup,
kdy se model skla´da´ z velke´ho mnozˇstvı´ objektu˚ s autonomnı´m chova´nı´m - agentu˚, ktere´ pra´veˇ
tı´mto chova´nı´m a uplatneˇnı´m svy´ch vza´jemny´ch vazeb vytva´rˇejı´ globa´lnı´ charakteristiku celku.
S tı´mto mikrokospicky´m prˇı´stupem k rˇesˇenı´ dane´ho proble´mu se setka´me v 7. kapitole. K po-
chopenı´ souvislostı´ mezi dveˇma odlisˇny´mi pohledy na vnı´ma´nı´ popisu naprˇ. dopravnı´ho toku
vozidel - mikroskopicke´ho a makroskopicke´ho lze u´speˇsˇneˇ vyuzˇı´t softwaru AnyLogic [2]. Sna-
hou bude popsat danou problematiku takovy´m zpu˚sobem, aby zameˇrˇena´ cı´lova´ skupina studentu˚
porozumeˇla hlavnı´m mysˇlenka´m vedoucı´ch k sestavenı´ a rˇesˇenı´ matematicky´ch modelu˚ s tı´m,
zˇe vy´klad neˇktery´ch slozˇiteˇjsˇı´ch partiı´ bude poda´n zjednodusˇeneˇjsˇı´ formou.
Problematika numericke´ho rˇesˇenı´ jednoduchy´ch proble´mu˚ je obsahem 8. kapitoly. Strucˇnou
formou je zde student sezna´men s pojmem diferencˇnı´ metody a jak lze teˇchto numericky´ch
metod vyuzˇı´t k rˇesˇenı´ jednoduche´ parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnice. Konecˇneˇ v za´veˇru se do-
tkneme take´ toho, za jaky´ch podmı´nek je vybrana´ numericka´ metoda uzˇitecˇna´ v souvislosti s
termı´ny konvergence, konsistence a stabilita numericke´ metody. Prˇi te´to prˇı´lezˇitosti se zmı´nı´me




Tato kapitola zahrnuje strucˇny´ prˇehled za´kladnı´ch matematicky´ch pojmu˚ a oznacˇenı´. Vybrane´
termı´ny jsou v hodina´ch matematiky na strˇednı´ch sˇkola´ch probı´ra´ny a studenti by meˇli mı´t
poveˇdomı´ o jejich vy´znamu. Cı´lem te´to cˇa´sti je osveˇzˇit souvislosti, v jaky´ch jsou tyto pojmy
propojeny, protozˇe se s nimi v navazujı´cı´ cˇa´sti textu budeme setka´vat.
2.1 Zmeˇna jako steˇzˇejnı´ pojem
Sveˇt kolem na´s se sta´le meˇnı´, tyto zmeˇny mu˚zˇeme pozorovat v ru˚zny´ch projevech a forma´ch v
biologii, fyzice, chemii cˇi ekonomii. Prˇı´kladem mohou slouzˇit na´sledujı´cı´ procesy jako zmeˇny
za cˇasovou jednotku:
• rychlost = zmeˇna dra´hy
• zrychlenı´ = zmeˇna rychlosti
• ochlazenı´, oteplenı´ = zmeˇna teploty
• zmeˇna hustoty populace
• zmeˇna koncentrace la´tky
• zmeˇna barvy
• rozpad cˇa´stic la´tky
• zmeˇna hustoty silnicˇnı´ho provozu
Pozorujeme-li zmeˇnu jiste´ho deˇje vlastnı´ma ocˇima, naprˇ. zmeˇnu barvy, let ptacˇı´ho hejna cˇi po-
hyb ryb, vnı´ma´me tento jev dı´ky nasˇemu nedokonale´mu videˇnı´ jako souvislou, spojitou uda´lost.
Prˇi jiste´m prˇiblı´zˇenı´ za pomoci naprˇ. mikroskopu cˇi dalekohledu se souvisly´ jev sta´va´ jevem
diskre´tnı´m. Mu˚zˇeme pak let ptacˇı´ho hejna popsat jako pohyb skupiny jednotlivy´ch pta´ku˚ –
bodu˚ dane´ mnozˇiny. Z prakticke´ho hlediska pak lze popsat trajektorii bodu – cˇa´stice pomocı´
spojite´ resp. po cˇa´stech spojite´ funkce nezˇ pomocı´ diskre´tnı´ mnozˇiny. Tento prˇechod s sebou
nese jiste´ nevy´hody v podobeˇ neprˇesnostı´ v ”hluchy´ch mı´stech”, tedy v mı´stech, kde o po-
loze cˇa´stic nemusı´me mı´t informace (na´hla´ zmeˇna smeˇru letu hejna). Podobny´m zpu˚sobem
lze pozorovat proudeˇnı´ tekutiny, prˇenos tepla cˇi sledovat dopravnı´ tok vozidel na silnicı´ch.
Spolecˇny´m pojı´tkem uvedeny´ch prˇı´kladu˚ je snaha o popis zmeˇny sledovane´ za neˇjakou cˇasovou
jednotku cˇi o prˇedpoveˇd’ jejı´ho dalsˇı´ho vy´voje. Pohyb zˇivy´ch a nezˇivy´ch objektu˚ ma´ mnoho
spolecˇny´ch rysu˚, avsˇak cˇa´stecˇky nezˇive´ hmoty se za konstantnı´ch podmı´nek pohybujı´ sta´le
stejny´m zpu˚sobem, ovsˇem pohyb zˇivy´ch tvoru˚ je ovlivneˇn tı´m, zˇe kazˇdy´ objekt se v dany´ mo-
ment mu˚zˇe rozhodnout a reagovat jiny´m zpu˚sobem.
Vesˇkere´ snahy o popis prˇı´rodnı´ch jevu˚ vedou k ru˚zny´m matematicky´m vztahu˚m - k co
mozˇna´ nejstrucˇneˇjsˇı´mu a prˇesne´mu popisu deˇju˚ kolem na´s zapsany´m matematicky´m jazykem.
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Tyto vztahy mohou by´t odvozeny na za´kladeˇ logicky´ch u´vah a zkusˇenostı´, ale cˇasto jsou vy´sled-
kem mnohalete´ho studia ru˚zny´ch souvislostı´ a mohou by´t vyja´drˇeny naprˇı´klad prostrˇednictvı´m
rovnic. Rovnice vyjadrˇujı´ vztah mezi promeˇnny´mi a popisujı´, jaky´m zpu˚sobem se tyto promeˇnne´
meˇnı´ naprˇı´klad v cˇase a prostoru. Promeˇnne´ velicˇiny jsou da´ny podle toho, jaky´ proble´m rˇesˇı´me,
mohou prˇedstavovat polohu cˇi hodnotu teploty, hustoty, rychlosti atd. K tomu, abychom mohli
rovnice sestavit a na´sledneˇ rˇesˇit, potrˇebujeme vybudovat jisty´ matematicky´ apara´t a definovat
za´kladnı´ matematicke´ pojmy (viz naprˇ. [4]).
2.2 Pojem posloupnosti a limity
Kazˇda´ funkce, jejı´mzˇ definicˇnı´m oborem je mnozˇina prˇirozeny´ch cˇı´sel, se nazy´va´ nekonecˇna´
posloupnost. Nejcˇasteˇji je oborem hodnot te´to funkce mnozˇina rea´lny´ch cˇı´sel a obvykle by´va´
znacˇena symbolem {xn}∞n=1. Kazˇdou posloupnost lze charakterizovat dle mnoha hledisek naprˇ.
monoto´nie cˇi omezenosti a nejcˇasteˇjsˇı´m cı´lem jejı´ho vysˇetrˇova´nı´ by´va´ ota´zka jejı´ konvergence
respektive nalezenı´ jejı´ limity a (v za´pisu limn→∞ xn = a). S definicı´ limity posloupnosti se
studenti majı´ mozˇnost sezna´mit v te´to podobeˇ:
Rea´lne´ cˇı´slo a se nazy´va´ vlastnı´ limita posloupnosti {xn}∞n=1 pra´veˇ tehdy, kdyzˇ pro kazˇde´  > 0
existuje prˇirozene´ cˇı´slo n0 tak, zˇe pro kazˇde´ n = n0 platı´ |xn − a| < .
Pokud ma´ tedy dana´ posloupnost konecˇnou limitu a, pak to dle definice znamena´, zˇe at’ uda´me
libovolneˇ malou vzda´lenost od hodnoty a (prˇesnost s jakou se prˇiblı´zˇı´me k a), pak vzˇdy exis-
tuje cˇlen dane´ posloupnosti, od ktere´ho jsou jizˇ vsˇechny na´sledujı´cı´ cˇleny obsazˇeny v intervale
dane´m krajnı´mi body a a hodnotou uda´vajı´cı´ prˇesnost.
V na´sledujı´cı´ch kapitola´ch se budeme veˇnovat proble´mu
xn+1 = ϕ (xn)
pro n = 1, ..., ktery´ bude jisty´m zpu˚sobem souviset s rˇesˇenı´m jine´ u´lohy. Budeme postupneˇ
urcˇovat cˇleny posloupnosti {x1, x2, .., xn, ...} na za´kladeˇ vy´sˇe uvedene´ho prˇedpisu a budeme
se zajı´mat o to, zda ma´ dana´ posloupnost limitu. V kladne´m prˇı´padeˇ mu˚zˇe by´t tato limita prˇi
splneˇnı´ jisty´ch podmı´nek pak rˇesˇenı´m pu˚vodnı´ u´lohy. Vztah xn+1 = ϕ (xn) by´va´ take´ nazy´va´n
rekurentnı´ formulı´ 1. rˇa´du - prˇedpisem pro vy´pocˇet cˇlenu˚ posloupnosti pomocı´ prˇedcha´zejı´cı´ho
cˇlenu. V prˇı´padeˇ, zˇe formule zahrnuje k prˇedcha´zejı´cı´ch cˇlenu˚ posloupnosti, mluvı´ se o re-
kurentnı´ formuli k-te´ho rˇa´du. Prˇiblizˇnou hodnotu limity pak stanovujeme pra´veˇ postupny´m
urcˇova´nı´m cˇlenu˚ dane´ posloupnosti s tı´m, zˇe jsme schopni oveˇrˇit, zda je dana´ posloupnost
konvergentnı´ resp. jak rychle konverguje (viz naprˇ. [9]). Nedı´lnou soucˇa´stı´ tohoto procesu je
pak stanovenı´ odhadu chyby, ktere´ se v dane´m kroku rekurentnı´ho postupu dopustı´me. Ob-
last numericke´ matematiky zaby´vajı´cı´ se odhadova´nı´m chyb prˇi numericky´ch vy´pocˇtech je
velmi rozsa´hla´, tato problematika nebude v textu detailneˇ zminˇova´na. V praxi se objevujı´ reku-
rentnı´ vy´pocˇty spojene´ s mnoha proble´my, ve strˇedosˇkolske´ vy´uce nenı´ tomuto te´matu bohuzˇel
veˇnova´no mnoho pozornosti.
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Prˇi prakticky´ch vy´pocˇtech je pak na mı´steˇ ota´zka: Bude-li hodnota rozdı´lu dvou sousednı´ch
hodnot dane´ posloupnosti |xn+1− xn| pro n→∞ konvergovat k 0, bude pak dana´ posloupnost
konvergentnı´? Zepta´me-li se obra´ceneˇ, tedy v prˇı´padeˇ, zˇe posloupnost {xn}∞n=1 ma´ limitu a,
bude platit, zˇe |xn+1 − xn| pro n → ∞ bude konvergovat k 0? Odpoveˇd’ na druhou ota´zku je
kladna´, protozˇe platı´ nerovnost
|xn+1 − xn| = |xn+1 − a+ a− xn| 5 |xn+1 − a|+ |a− xn|.
Soucˇet |xn+1 − a| + |a − xn| konverguje pro n → ∞ k 0, poneˇvadzˇ posloupnost {xn}∞n=1 ma´
limitu a. V prˇı´padeˇ prvnı´ho dotazu nebude odpoveˇd’ snadna´. Pokud budeme mı´t konkre´tneˇjsˇı´
informace o vlastnostech funkce ϕ (x), mu˚zˇe by´t pak tvrzenı´ pravdive´. V dalsˇı´m textu budeme
prˇedpokla´dat, zˇe dana´ funkce ϕ (x) je na sledovane´m intervalu spojita´ a splnˇuje na´sledujı´cı´
podmı´nku. Existuje-li rea´lna´ konstanta q takova´, zˇe 0 < q < 1 a pro kazˇde´ x a y z intervalu I
platı´ nerovnost
|ϕ (x)− ϕ (y) | 5 q|x− y|,
pak rˇı´ka´me, zˇe funkce ϕ (x) splnˇuje na intervalu I podmı´nku kontrakce. Konstanta q, ktera´
v podmı´nce vystupuje, se nazy´va´ Lipschitzova konstanta a funkce, ktere´ tuto podmı´nku (tzv.
Lipschitzovu) splnˇujı´ (i bez omezenı´ ve tvaru q < 1), se nazy´vajı´ lipschitzovsky spojite´. Platı´-
-li, zˇe krajnı´ body intervalu I se zobrazı´ opeˇt do I , pak je take´ zarucˇeno, zˇe pokud x ∈ I , pak
take´ ϕ (x) ∈ I (viz take´ v kapitole 4. a 5.).
Prˇedpokla´dejme tedy, zˇe funkce ϕ (x) splnˇuje na intervalu ohranicˇene´m body a a xn Lipschit-
zovu podmı´nku s konstantou q, kde 0 < q < 1. Pak platı´
|xn − a| = |ϕ (xn−1)− a| 5 q|xn−1 − a| 5 q|xn−1 − xn|+ q|xn − a|,
tedy je splneˇno
|xn − a| − q|xn − a| 5 q|xn−1 − xn|,
odtud plyne
(1− q)|xn − a| 5 q|xn−1 − xn|
a konecˇneˇ
|xn − a| 5 q
(1− q) |xn−1 − xn|.
Z poslednı´ nerovnosti vyply´va´, zˇe pokud bude rozdı´l |xn+1 − xn| pro n→∞ konvergovat k 0,
pak posloupnost {xn}∞n=1 ma´ limitu a.
Na za´veˇr je trˇeba poznamenat, zˇe pokud dana´ posloupnost {xn}∞n=1 nekonverguje, pak bud’ os-




Mysˇlenka nekonecˇna pronika´ celou matematikou a pojem nekonecˇna je bezpochyby jeden
z jejı´ch u´strˇednı´ch termı´nu˚. Jako jedno z prvnı´ch pojmenova´nı´ nekonecˇna byl dlouhou
dobu pouzˇı´va´n na´zev tzv. bludne´ho nekonecˇna: ”Nekonecˇny´m nazy´va´me to, co nema´
zˇa´dne´ho vy´chodiska nebo hranic, acˇkoliv by je podle sve´ povahy mı´ti meˇlo.“ K takove´mu
nekonecˇnu lze prˇirovnat naprˇı´klad pohyb po kruzˇnici. Anticke´ diskuze ty´kajı´cı´ se pojmu
nekonecˇna pak sumarizoval Aristoteles odlisˇenı´m pojmu aktua´lnı´ho nekonecˇna od pojmu
potencia´lnı´ho nekonecˇna. Jako prˇı´klad pro vysveˇtlenı´ potencia´lnı´ho nekonecˇna mu˚zˇe
slouzˇit rˇada prˇirozeny´ch cˇı´sel, ktera´ nenı´ shora nijak omezena, ale v principu neexistuje
zˇa´dne´ nejveˇtsˇı´ prˇirozene´ cˇı´slo. Nekonecˇno je tedy prˇı´stupno pouze potencia´lneˇ. Aktua´lnı´
nekonecˇno souvisı´ s abstrakcı´, ktera´ prˇipousˇtı´ existenci nekonecˇneˇ mnoha prvku˚ sloucˇeny´ch
v jeden celek, a lze jej cha´pat jako uzavrˇeny´ objekt nepodle´hajı´cı´ dalsˇı´mu procesu zveˇtsˇova´nı´
(u´secˇka jako mnozˇina bodu˚), ([25]).
Snaha pochopit pojem nekonecˇna jako abstraktnı´ho pojmu se tak rˇadı´ sta´le k jedne´ z nej-
obtı´zˇneˇjsˇı´ch soucˇa´stı´ matematiky a lide´ jak uzˇ z da´vne´ minulosti cˇi soucˇasnosti si nekonecˇno
nedoka´zali a sta´le nedoka´zˇı´ prˇedstavit viz obr. 1.
Obra´zek 1: Bludne´ nekonecˇno
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2.3 Pojem derivace
V te´to cˇa´sti pra´ce budeme veˇnovat nasˇi pozornost jednomu z nejdu˚lezˇiteˇjsˇı´ch na´stroju˚ v mate-
matice - derivaci funkce, pokusı´me se k podstateˇ tohoto pojmu postupneˇ dopracovat.
Prˇi vysˇetrˇova´nı´ vlastnostı´ dane´ spojite´ funkce definovane´ na intervalu I - monoto´nie, urcˇova´nı´
loka´lnı´ch extre´mu˚ cˇi konvexity a konka´vity je rozumne´ zameˇrˇit se na popis smeˇrnic tecˇen sestro-
jeny´ch k funkci y = f(x) v kazˇde´m bodeˇ. Du˚vod je celkem logicky´, protozˇe tecˇna je prˇı´mka,
ktera´ ma´ s funkcı´ f(x) spolecˇny´ pra´veˇ jeden bod a v jeho ”velke´ blı´zkosti“ takrˇka kopı´ruje jejı´
graf (studenti na strˇednı´ sˇkole definici tecˇny takto vnı´majı´). Lze doka´zat (viz [9]), zˇe optima´lnı´
linea´rnı´ aproximacı´ funkce f(x) v okolı´ bodu T je v urcˇite´m smyslu tecˇna sestrojena´ k funkci
f v bodeˇ T . Zvolme libovolneˇ bod T = [x0, f(x0)], kde x0 na´lezˇı´ intervalu I , pak rovnice tecˇny
sestrojene´ k dane´ funkci v bodeˇ T ma´ tvar
f(x)− f(x0) = k(x− x0).
Vy´znamny´m ukazatelem je pak hodnota jejı´ smeˇrnice k, ktera´ uda´va´, zda je tecˇna a tedy i
funkce v dane´m bodeˇ rostoucı´, klesajı´cı´ cˇi konstantnı´. Jednoduchou u´vahou pak lze dospeˇt k
na´sledujı´cı´m souvislostem viz obr. 2:
• k > 0⇒ funkce je v jiste´ okolı´ bodu rostoucı´
• k < 0⇒ funkce je v jiste´ okolı´ bodu klesajı´cı´
• k = 0 ⇒ dany´ bod je bodem jiste´ zmeˇny, mu˚zˇe by´t loka´lnı´m extre´mem nebo inflexnı´m
bodem
Obra´zek 2: Vy´znam hodnoty derivace
Nabı´zı´ se tedy ota´zka: Pokud by se podarˇilo odvodit ke kazˇde´ funkci jednoduchy´ zpu˚sob,
jaky´m lze stanovit hodnoty smeˇrnic tecˇen sestrojeny´ch v libovolne´m bodeˇ definicˇnı´ho oboru
dane´ funkce, pak bychom mohli snadno zı´skat prˇedstavu o jejı´m chova´nı´. Budeme te´to ”od-
vozene´“ funkci, ktera´ bude prˇirˇazovat ke kazˇde´mu bodu x0 smeˇrnici tecˇny sestrojene´ v bodeˇ
10
T = [x0, f(x0)], rˇı´kat derivace funkce. Pojem derivace ma´ patrneˇ pu˚vod ve francouzske´m sloveˇ
”de´rive´“, ktery´ lze prˇelozˇit jako odvozenı´. Pojem derivace byl poprve´ zaveden v 18. stoletı´ fran-
couzsky´m matematikem a astronomem italske´ho pu˚vodu Lagrangem a derivace funkce y byla
oznacˇena symbolem y′ (viz [10]). V prˇı´padeˇ jednoduchy´ch funkcı´ lze tuto za´vislost hodnoty
smeˇrnice na prˇedpisu funkce snadno odvodit.
Prˇı´klady
1. f(x) = kx+ q
Platı´ kx − kx0 = k(x − x0) tedy (kx)′ = k. Pokud je funkce f(x) konstantnı´, pak platı´
q − q = 0.(x− x0), tudı´zˇ q′ = 0. Derivace funkce f(x) = 2x− 15 je tedy rovna 2.
2. f(x) = x2
Rovnice tecˇny sestrojene´ ke grafu te´to funkce v bodeˇ T = [x0, f(x0)] ma´ tvar x2 − x20 =
= k(x− x0). Da´le platı´ po u´praveˇ (x− x0)(x + x0) = k(x− x0), tedy k = x + x0. Smeˇrnice
tecˇny sestrojene´ v bodeˇ T je rovna hodnoteˇ k = x0 + x0 = 2x0 a (x2)′ = 2x.
3. f(x) = x3
Rovnice tecˇny sestrojene´ ke grafu te´to funkce v bodeˇ T = [x0, f(x0)] ma´ tvar x3 − x30 =
= k(x− x0). Podobneˇ jako v prˇedchozı´m prˇı´kladeˇ platı´:
x3 − x30 = (x− x0)(x2 + x0x+ x20),
tedy pro x = x0 je k = 3x20 a (x
3)′ = 3x2.
Vy´pocˇet pro derivaci funkce xn v bodeˇ T = [x0, f(x0)], kde n je libovolne´ prˇirozene´ cˇı´slo,
lze pak zobecnit dle
xn − xn0 = (x− x0)(xn−1 + x0xn−2 + · · ·+ xn−10 )
na vztah (xn)′ = nxn−1. Urcˇenı´ derivace polynomicke´ funkce je tedy jednoduche´, nebot’ podı´l
xn−xn0
x−x0 lze algebraicky upravit.
Jaky´m zpu˚sobem budeme ovsˇem postupovat v prˇı´padech urcˇova´nı´ derivace nealgebraicky´ch
funkcı´? Zvolme naprˇı´klad f(x) = sinx, bod T = [x0, f(x0)] a pro snadneˇjsˇı´ u´pravu vyja´drˇeme













protozˇe x = x0 a tudı´zˇ h = 0. V tomto mı´steˇ se objevuje jisty´ proble´m a to, jak stanovit hodnotu
tohoto vy´razu v bodeˇ h = 0. Prˇicha´zı´ cˇas na vyuzˇitı´ dalsˇı´ho pomocnı´ka v matematice - oblı´bene´
limity. Podarˇı´-li se pomocı´ vhodny´ch operacı´ upravit vyhodnocovany´ vy´raz tak, abychom mohli






poneˇvadzˇ limh→ 0 sinhh = 1. Uvedeny´ vztah je zna´my´m vy´sledkem a studenti se s touto limitou
setka´vajı´ jizˇ v u´vodu kapitoly vztahujı´cı´ se k vy´pocˇtu limit. Tato cˇa´st matematiky je studenty v
drtive´ veˇtsˇineˇ hodnocena velmi negativneˇ a hlavnı´m du˚vodem te´to antipatie je fakt, zˇe studenti
nemajı´ zazˇite´ na´vyky potrˇebne´ k u´prava´m algebraicky´ch vy´razu˚, a proto se s vy´pocˇtem limity
nevyporˇa´da´vajı´ u´speˇsˇneˇ. Tato neznalost se potom odra´zˇı´ v dalsˇı´ch matematicky´ch disciplı´na´ch,
poneˇvadzˇ vy´pocˇet limit je sva´za´n s mnoha matematicky´mi proble´my.
Pozna´mka
Na oveˇrˇenı´ vy´sledku (1) mu˚zˇeme vyuzˇı´t velmi jednoduche´ho pravidla nazy´vane´ho
”l’Hospitalovy´m“ (cˇteme lopitalovy´m). Toto pravidlo lze uplatnit v prˇı´padeˇ, kdy pocˇı´ta´me






kde a je rea´lne´ cˇı´slo takove´, zˇe jsou splneˇny podmı´nky f(a) = 0 a g(a) = 0 nebo f(a) = ±∞










Tı´mto pravidlem si lze usnadnit algebraicke´ u´pravy zlomku f(x)
g(x)
do tvaru, ve ktere´m jsme
jizˇ schopni po dosazenı´ bodu a vy´raz vyhodnotit. Vy´sledek limh→ 0 sinhh = 1 je rovneˇzˇ
cˇitelny´ z graficke´ho zna´zorneˇnı´ funkce y = x a y = sinx ve velke´ blı´zkosti bodu [0, 0],
kde grafy zminˇovany´ch funkcı´ takrˇka sply´vajı´, a proto pomeˇry jejich funkcˇnı´ch hodnot jsou
velmi ”blı´zke´“ hodnoteˇ rovne´ 1.
Prˇi odvozova´nı´ postupu prˇi vy´pocˇtu derivace funkce pak lze vyuzˇı´t limity a derivaci funkce
f(x) v bodeˇ x0 definovat na´sledovneˇ
f ′(x0) = lim
x→ x0
f(x)− f(x0)
x− x0 , (2)
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pokud tato limita existuje. Hodnota f(x)−f(x0)
x−x0 prˇedstavuje smeˇrnici secˇny procha´zejı´cı´ body
[x0, f(x0)] a [x, f(x)] a limx→ x0
f(x)−f(x0)
x−x0 je smeˇrnicı´ tecˇny v bodeˇ [x0, f(x0)] viz obr. 3.
Posune-li se x do bodu x0, pak se secˇna sta´va´ tecˇnou.
Obra´zek 3: Zobrazenı´ tecˇny a secˇny
Na tomto mı´steˇ by bylo vhodne´ zmı´nit Heineho veˇtu, kterou lze vyuzˇı´t prˇi formulova´nı´ pojmu
derivace. Du˚sledkem te´to veˇty je fakt, zˇe urcˇenı´ limity posloupnosti lze prˇeve´st na vy´pocˇet
limity funkce. Tento postup mu˚zˇe by´t vy´hodny´, nebot’ pro stanovova´nı´ limit funkcı´ existujı´
silneˇjsˇı´ na´stroje (prˇedevsˇı´m pak Veˇta o limiteˇ slozˇene´ funkce).
Pozna´mka
Heineho veˇta.
Funkce f definovana´ v prste´ncove´m okolı´ bodu a ma´ v bodeˇ a limitu L pra´veˇ tehdy,
kdyzˇ platı´ podmı´nka: Pro kazˇdou posloupnost cˇı´sel {xn}∞n=1 z definicˇnı´ho oboru funkce f
takovou, zˇe xn 6= a a limn→∞ xn = a platı´ limn→∞ f(xn) = L.
Du˚sledkem Heineho veˇty je pak na´sledujı´cı´ tvrzenı´: Necht’ ma´ funkce f v bodeˇ +∞ limitu






Budeme-li postupneˇ sestrojovat secˇny dle obr. 3 a stanovovat jejich smeˇrnice, pak derivaci
funkce f(x) v bodeˇ x0 lze definovat jako limitu te´to posloupnosti smeˇrnic secˇen (pokud zminˇovana´
limita existuje).
V prˇı´padeˇ, kdy derivace spojite´ funkce v dane´m bodeˇ neexistuje viz obr. 4, pak je prˇi popisu
vlastnostı´ funkce v okolı´ dane´ho bodu nutne´ postupovat jiny´m zpu˚sobem (vysˇetrˇovat monoto´nii
funkce v okolı´ tohoto bodu).
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Obra´zek 4: V bodeˇ B nelze stanovit hodnotu derivace funkce
Prˇi urcˇova´nı´ derivacı´ by nebylo prˇı´lisˇ pohodlne´ pokazˇde´ stanovovat prˇı´slusˇne´ limity, protozˇe v
prˇı´padeˇ komplikovaneˇjsˇı´ch funkcı´ nemusı´ by´t jejich urcˇenı´ vzˇdy snadnou za´lezˇitostı´. Poneˇvadzˇ
lze pro vsˇechny za´kladnı´ matematicke´ funkce tyto limity nale´zt a soucˇasneˇ lze formulovat pravi-
dla o derivova´nı´ soucˇinu cˇi podı´lu funkcı´ a derivova´nı´ slozˇene´ funkce, je pak proces derivova´nı´
jednoduchou a rutinnı´ za´lezˇitostı´. Prˇedpokla´dejme da´le v textu, zˇe si student osvojil za´kladnı´
pravidla derivova´nı´ a spra´vneˇ vnı´ma´ geometricky´ vy´znam derivace, budeme te´to zkusˇenosti v
rˇadeˇ situacı´ vyuzˇı´vat.
2.4 Derivace a integra´l
Studenti jsou seznamova´ni s prakticky´mi u´lohami, ve ktery´ch je nutne´ pracovat s derivacı´ dane´
funkce v souvislosti s urcˇova´nı´m jejı´ch extre´mu˚ eventua´lneˇ jejı´ monoto´nie. Ovsˇem v praxi jsme
cˇasto postaveni prˇed obra´ceny´ u´kol. Zna´me funkcˇnı´ za´vislost popisujı´cı´ neˇjaky´ jev po jiste´
”zmeˇneˇ“ - derivaci nezna´me´ funkce podle dane´ promeˇnne´ a zajı´ma´me se o to, jaky´ prˇedpis
meˇla funkce prˇed ”zmeˇnou“, naprˇı´klad vztah pro za´vislost rychlosti v pohybu s rovnomeˇrny´m
zrychlenı´m a na cˇase t je da´n zna´my´m vztahem ve tvaru v = at. Funkce at je derivacı´ funkce
1
2
at2 + c, kde c je libovolna´ rea´lna´ konstanta. Protozˇe rychlost je definova´na jako zmeˇna dra´hy
s za cˇasovou jednotku t (derivace funkce 1
2
at2 + c podle promeˇnne´ t), pak vztah s = 1
2
at2
prˇedstavuje za´vislost dra´hy rovnomeˇrneˇ zrychlene´ho pohybu na cˇase t.
Nastı´neˇny´ proble´m lze formulovat na´sledovneˇ:
Je da´na rea´lna´ funkce f(t) definovana´ na intervalu I = 〈a, b〉. Cı´lem je urcˇit funkci y(t) defino-
vanou na I tak, aby byla na I splneˇna na´sledujı´cı´ rovnost
y′(t) = f(t). (3)
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Uvedena´ rovnice patrˇı´ do kategorie rovnic, ktere´ oznacˇujeme jako diferencia´lnı´ rovnice a jejı´
rˇesˇenı´ budeme nazy´vat primitivnı´ funkcı´ k funkci f nebo (neurcˇity´m) integra´lem k funkci f
podle promeˇnne´ t na intervalu I , symbolicky
∫
f(t)dt. Vzhledem k tomu, jaky´ rˇesˇı´me proble´m
v (3), lze rˇesˇenı´ pojmenovat take´ antiderivacı´ funkce f na dane´m intervalu. Je-li y′(t) = f(t),
pak take´ (y(t) + c)′ = f(t), kde c je rea´lna´ konstanta a nazy´va´ se integracˇnı´ konstantou. Rov-
nice (3) ma´ tedy nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇenı´ a pokud k rˇesˇene´ u´loze (3) prˇipojı´me dodatecˇnou
podmı´nku - pocˇa´tecˇnı´ podmı´nku naprˇı´klad ve tvaru y(a) = ya, zı´ska´me jedine´ rˇesˇenı´ u´lohy (3)







cˇteme jako urcˇity´ integra´l funkce f(x) v mezı´ch od a do t podle promeˇnne´ x. K vy´znamu tohoto
symbolu se dostaneme v na´sledujı´cı´m textu.
Pokusı´me se pomocı´ jednoduche´ho prˇı´kladu z praxe najı´t zpu˚sob, jak urcˇit nezna´mou funkci
y(t) (viz [11]). Budeme rˇesˇit prˇı´klad, ktery´ tematicky souvisı´ s problematikou studovanou v 6.
kapitole.
Prˇedstavme si vozidlo pohybujı´cı´ se po vozovce v cˇase t, funkce y(t) bude vyjadrˇovat vzda´le-
nost vozidla prˇekonanou za dobu t a funkce f(t) bude reprezentovat okamzˇitou rychlost vozidla
v cˇase t. Budeme sledovat vozidlo v cˇasove´m intervalu od t = t0 = 0 do t = tN = 1. Rozdeˇlme
cˇasovy´ interval na u´seky 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · · < tN = 1, tı´mto zpu˚sobem pak
zı´ska´me posloupnost vzda´lenostı´ y(tn) a jim odpovı´dajı´cı´ch okamzˇity´ch rychlostı´ f(tn). Nynı´
vyuzˇijeme fakt zna´my´ ze za´kladu˚ fyziky a to, zˇe ujetou vzda´lenost lze spocˇı´tat jako soucˇin
pru˚meˇrne´ rychlosti a de´lky cˇasove´ jednotky od hodnoty tn−1 do doby tn. Z tohoto du˚vodu lze
y(tn) nahradit hodnotou takto
y(tn) ≈ y(tn−1) + f(tn−1)(tn − tn−1) (4)
nebo take´ tı´mto zpu˚sobem
y(tn) ≈ y(tn−1) + f(tn)(tn − tn−1), (5)
kde jsme hodnotu pru˚meˇrne´ rychlosti nahradili hodnotou okamzˇite´ rychlosti. Je-li naprˇı´klad
y(t) = t2, pak platı´
y(tn)− y(tn−1) = t2n − t2n−1 = (tn + tn−1)(tn − tn−1).
V prˇı´padeˇ volby aproximace ve tvaru (4) nebo (5) je f(tn−1) ≈ 2tn−1 nebo f(tn) ≈ 2tn (tento
vy´sledek jizˇ prˇipomı´na´ derivaci druhe´ mocniny t). U´pravou vztahu (5) obdrzˇı´me
f(tn) ≈ y(tn)− y(tn−1)
tn − tn−1 . (6)
Protozˇe y′(t) = f(t) a tedy y′(tn−1) = f(tn−1), lze pak derivaci y′(tn−1) aproximovanou
na´sledovneˇ
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y′(tn−1) ≈ y(tn)− y(tn−1)
tn − tn−1 (7)
cha´pat jako pru˚meˇrnou rychlost v cˇasove´m u´seku od tn−1 do doby tn. Rovnice y′(t) = f(t)
tedy popisuje, zˇe derivace dra´hy y(t) podle cˇasu je rovna okamzˇite´ rychlosti f(t) a vztah (7)
rˇı´ka´, zˇe okamzˇita´ rychlost v cˇase tn−1 je prˇiblizˇneˇ rovna pru˚meˇrne´ hodnoteˇ rychlosti v intervale
〈tn−1, tn〉. Nynı´ lze postup popsany´ vztahem (5) opakovat
y(tn−1) ≈ y(tn−2) + f(tn−2)(tn−1 − tn−2)
a da´le
y(tn) ≈ y(tn−2) + f(tn−2)(tn−1 − tn−2) + y(tn−1) + f(tn−1)(tn − tn−1).
Protozˇe y(t0) = y(0) = 0, dosta´va´me
y(tn) ≈ f(t0)(t1 − t0) + f(t1)(t2 − t1) + · · ·+ f(tn−2)(tn−1 − tn−2) + f(tn−1)(tn − tn−1) (8)
neboli celkova´ vzda´lenost ujeta´ za cˇas tn je prˇiblizˇneˇ rovna soucˇtu u´seku˚ prˇekonany´ch v prˇedcho-
zı´ch cˇasovy´ch intervalech, jejichzˇ hodnoty jsme nahradili soucˇinem prˇı´slusˇne´ okamzˇite´ rych-
losti a ujete´ vzda´lenosti. Polozˇı´me-li n = N , pak platı´ y(1) = y(tN) a vztah (8) lze prˇepsat
na´sledovneˇ
y(1) ≈ f(t0)(t1 − t0) + · · ·+ f(tN−1)(tN − tN−1) =
N∑
n=1
f(tn−1)(tn − tn−1). (9)
Nahradı´me-li v (9) symbol ≈ symbolem =, rozdı´l tn − tn−1 symbolem dt, pak lze hodnotu









f(t)dt je rovna soucˇtu soucˇinu˚ okamzˇity´ch rychlostı´ a velmi male´ho cˇasove´ho
u´seku, na neˇmzˇ se vozidlo pohybovalo odpovı´dajı´cı´ okamzˇitou rychlostı´.
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Pozna´mka
Integra´l, k neˇmuzˇ jsme v prˇedchozı´ch u´vaha´ch dospeˇli, byl pojmenova´n po neˇmecke´m
matematikovi Bernhardu Riemannovi jako Riemannu˚v urcˇity´ integra´l. Suma ve vztahu
(9) se nazy´va´ Riemannova integra´lnı´ suma funkce f , ktera´ pak slouzˇı´ jako pomocny´
na´stroj pro definici jmenovane´ho integra´lu. Geometricky´ vy´znam tohoto integra´lu spocˇı´va´
v tom, zˇe za prˇedpokladu, zˇe spojita´ funkce f(t) splnˇuje na uzavrˇene´m intervalu 〈t0, tN〉
podmı´nku |f(t)| < K (je ohranicˇena´), je Riemannu˚v integra´l roven obsahu plochy ome-
zene´ funkcı´ f(t) a intervalem 〈t0, tN〉 (v prˇı´padeˇ, zˇe dana´ funkce f je na intervalu neza´porna´).
2.5 Pojem parcia´lnı´ derivace
Funkce vı´ce promeˇnny´ch jsou prˇirozeny´m zobecneˇnı´m funkcı´ jedne´ promeˇnne´ a popisovane´
zmeˇny za´visejı´ veˇtsˇinou na meˇnı´cı´m se cˇase. Promeˇnne´ pak mohou zastupovat naprˇı´klad tep-
lotu, polohu cˇi hustotu sledovane´ho objektu. Tı´m se dosta´va´me do problematiky teorie funkcı´
vı´ce promeˇnny´ch, kdy proble´m hleda´nı´ loka´lnı´ch extre´mu˚ ma´ stejny´ vy´znam jako v prˇı´padeˇ
funkce jedne´ promeˇnne´ - hleda´me naprˇı´klad cˇas a polohu, kde dana´ funkce dosahuje ma-
xima´lnı´ch hodnot hustoty cˇi teploty. Tato cˇa´st teorie je velmi rozsa´hla´ a nenı´ nutne´ se te´to
problematice zde podrobneˇji veˇnovat. Pro pochopenı´ souvislostı´ uva´deˇny´ch da´le v textu bude
potrˇeba osvojit si pouze schopnost umeˇt derivovat podle prˇı´slusˇny´ch promeˇnny´ch - derivovat
parcia´lneˇ. Geometricky´ vy´znam derivace zu˚sta´va´ nezmeˇneˇn, hleda´me sta´le cˇa´sti definicˇnı´ho
oboru, kde funkce roste cˇi klesa´ resp. je konstantnı´.
Pokusme se proble´m prˇiblı´zˇit na prˇı´kladu prˇedstavy trojrozmeˇrne´ (relie´fnı´) mapy neˇjake´ vy-
brane´ krajiny ve tvaru obde´lnı´kove´ho vy´rˇezu, kdy jedna hrana obde´lnı´ku bude prˇedstavovat osu
x a druha´ hrana osu y. Nadmorˇska´ vy´sˇka bude meˇrˇena na ose kolme´ k rovineˇ dane´ osami x
a y z = f(x, y). Nejnizˇsˇı´ mı´sta v u´dolı´ch prˇedstavujı´ loka´lnı´ minima a vrcholky loka´lnı´ ma-
xima. Postavı´me-li se na hranu osy x a na ose y vybereme jeden konkre´tnı´ bod, pak vidı´me
profil sledovane´ krajiny v prˇedem urcˇene´m rˇezu, tote´zˇ mu˚zˇeme prove´st obra´ceneˇ a sledovat
situaci z hrany osy y. Zjistı´me, zˇe vrcholek se nacha´zı´ v mı´steˇ, kde vidı´me maxima´lnı´ vy´sˇku
z obou smeˇru˚ a totozˇne´ zjisˇteˇnı´ zaznamena´va´me prˇi urcˇova´nı´ nejnizˇsˇı´ch bodu˚. Jsou to mı´sta,
kde jsou obeˇ derivace funkcı´ bud’ promeˇnne´ x nebo y nulove´ cˇi v prˇı´padeˇ ostry´ch sˇpicˇek nebo
hrotu˚ neexistujı´. Bohuzˇel zde mu˚zˇe nastat situace, ktera´ prˇedstavuje jev, se ktery´m se v teorii
funkce jedne´ promeˇnne´ nesetka´me. Jedna´ se o bod, ktery´ se z jedne´ strany pohledu jevı´ jako bod
loka´lnı´ho maxima a z druhe´ strany jako bod loka´lnı´ho minima. Tento bod se nazy´va´ sedlovy´m
bodem (opravdu prˇipomı´na´ sedlo viz obr. 5) a ma´ jisty´ vy´znam v oblasti matematiky vztahujı´cı´
se naprˇı´klad k optimalizacˇnı´m procesu˚m.
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Obra´zek 5: Pu˚vod na´zvu sedlove´ho bodu
Z prˇedchozı´ pozna´mky si mu˚zˇeme odne´st tuto zkusˇenost: derivovat podle vybrane´ promeˇnne´
neznamena´ nic jine´ho nezˇ vnı´mat ostatnı´ promeˇnne´ jako konstanty a da´le pouzˇı´vat zna´ma´ pra-
vidla pro derivova´nı´ beze zmeˇn. Je na mı´steˇ zave´st jednoducha´ oznacˇenı´ pro parcia´lnı´ derivaci
funkce vı´ce promeˇnny´ch. Je-li da´na pro jednoduchost funkce dvou promeˇnny´ch s prˇedpisem
f(x, y), pak parcia´lnı´ derivaci funkce f(x, y) dle promeˇnne´ x, (dı´va´me se na relie´f krajiny z
pohledu osy x), budeme znacˇit fx a obra´ceneˇ parcia´lnı´ derivaci funkce f(x, y) podle promeˇnne´
y (stojı´me na hraneˇ dane´ osou y) budeme charakterizovat symbolem fy.
Prˇı´klady
1. f(x, y) = x2y3 − 6xy + 5, 2. f(x, y) = y sinx




1. fx = 2xy3 − 6y, fy = 3y2x2 − 6x
2. fx =
y cosx(1− xy)− y sinx(−y)
(1− xy)2 , fy =
sinx(1− xy)− y sinx(−x)
(1− xy)2









Shrnutı´. V te´to kapitole jsme zopakovali du˚lezˇita´ te´mata vztahujı´cı´ se k pojmu˚m posloup-
nost, konvergence, limita, Lipschitzovska´ podmı´nka, derivace, parcia´lnı´ derivace a integra´l.
Jsou to vesmeˇs te´mata, se ktery´mi se studenti na strˇednı´ch ale i vysoky´ch sˇkola´ch poty´kajı´
cˇasto neu´speˇsˇneˇ a necha´pou neˇktere´ souvislosti naprˇ. limita - derivace. Je trˇeba zdu˚raznit, zˇe
porozumeˇnı´ teˇchto pojmu˚ je steˇzˇejnı´ pro pochopenı´ vy´kladu v navazujı´cı´ch kapitola´ch. Pro pro-
hloubenı´ znalostı´ v te´to oblasti lze doporucˇit naprˇ. publikaci [9].
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3 Matematicke´ modelova´nı´
3.1 Vy´voj modernı´ho modelova´nı´
Rozvoj matematicke´ho modelova´nı´ je neoddeˇlitelneˇ spojen s vy´vojem matematicky´ch veˇd.
Vy´znamnou etapou v posunu matematiky se stalo obdobı´ konce 16. stoletı´ azˇ do 18. stoletı´, kdy
byly polozˇeny za´klady matematicke´ analy´zy. Dı´ky pra´ci Newtona, Leibnize, Eulera, Gausse
a dalsˇı´ch matematiku˚ se podarˇilo dosa´hnout za´sadnı´ch vy´sledku˚ v oblasti analy´zy prˇedevsˇı´m
vybudova´nı´m za´kladnı´ch pilı´rˇu˚ diferencia´lnı´ho a integra´lnı´ho pocˇtu. Velky´m rozmachem veˇdy
spojeny´m da´le ve 20. stoletı´ naprˇı´klad se jme´ny A. Einsteina, E. Schro¨dingera cˇi J. van der Wa-
alse atd. se postupneˇ matematicke´ modelova´nı´ spojuje s vyuzˇitı´m pocˇı´tacˇu˚. Strˇeta´vajı´ se ru˚zne´
cˇa´sti matematiky jak navza´jem (geometrie, analy´za, numericka´ matematika, algebra, diskre´tnı´
matematika), tak hlavneˇ s jiny´mi veˇdami, jako jsou fyzika, biologie, geologie, chemie a sa-
mozrˇejmeˇ s aplikovany´mi disciplı´nami, jako jsou inzˇeny´rstvı´ ru˚zne´ho zameˇrˇenı´ nebo ekono-
mie. Teoreticke´ poznatky postupneˇ nashroma´zˇdeˇne´ lidstvem za neˇkolik poslednı´ch tisı´c let se
zu´rocˇujı´ v novy´ch modernı´ch disciplı´na´ch a s rozmachem veˇdy naby´vajı´ sta´le veˇtsˇı´ho smyslu
a vyuzˇitı´. Matematicke´ modelova´nı´ se sta´va´ prostrˇedkem pozna´nı´ i relativneˇ levnou techno-
logiı´, poma´ha´ doplnˇovat vy´sledky experimentu˚ nebo nahrazuje experimenty technicky, ekono-
micky, cˇi eticky nerealizovatelne´ v praxi, umozˇnˇuje vy´pocˇet a vy´beˇr optima´lnı´ho rˇesˇenı´, vytva´rˇı´
predikce nebo naopak pohledy do da´vne´ minulosti, zprostrˇedkuje nebo doplnˇuje pohledy do ne-
dosazˇitelny´ch mı´st Zemeˇ cˇi daleke´ho Vesmı´ru, nebo naopak mikroskopicky´ch objektu˚ cˇi zˇivy´ch
buneˇk. Neˇktere´ vy´znamne´ sta´ty vnı´majı´ matematicke´ modelova´nı´ i jako jeden z prostrˇedku˚
k udrzˇenı´ technologicke´ho na´skoku pro strategickou obranu cˇa´sti civilizace, [23]. Matema-
ticke´ a numericke´ modelova´nı´ je neusta´le se zdokonalujı´cı´ disciplı´na, jejı´ vy´voj nekoncˇı´ a s
prˇiby´vajı´cı´mi u´speˇsˇny´mi aplikacemi matematicke´ho modelova´nı´ se da´le vynorˇujı´ nove´ a sta´le
obtı´zˇneˇjsˇı´ vy´zvy. Za´rodky numericke´ matematiky lze sice najı´t jizˇ prˇed na´stupem e´ry pocˇı´tacˇu˚,
ktera´ tento obor posunula na drˇı´ve neprˇedstavitelnou u´rovenˇ, ale rˇesˇenı´ novy´ch proble´mu˚ s se-
bou soucˇasneˇ prˇineslo dalsˇı´ otaznı´ky naprˇı´klad v podobeˇ rˇesˇenı´ nelinea´rnı´ch u´loh. Kromeˇ toho
se numericka´ matematika vracı´ i k u´loha´m jizˇ vyrˇesˇeny´m a hleda´ cesty, jak je rˇesˇit rychleji, efek-
tivneˇji, a tedy i levneˇji. Vylepsˇova´nı´ modelu˚ je nezbytne´, ale je trˇeba pocˇı´tat s tı´m, zˇe nemusı´
ve´st ke spolehliveˇ spra´vny´m vy´sledku˚m.
3.2 Charakteristika modelu˚
V rea´lne´m sveˇteˇ se prostrˇednictvı´m ru˚zny´ch me´diı´ denneˇ setka´va´me s mnoha modely v ru˚zny´ch
oblastech lidske´ cˇinnosti. Modely lze rozdeˇlit do dvou skupin podle toho, zda zahrnujeme do
modelu na´hodne´ velicˇiny na deterministicke´ a stochasticke´ modely. Podle povahy proble´mu se
modely pouzˇı´vajı´ individua´lneˇ nebo v kombinacı´ch. Da´le lze tyto skupiny rozdeˇlit dle vztahu
k pru˚beˇhu cˇasu na dynamicke´ a staticke´ nebo podle spojitosti na spojite´ cˇi diskre´tnı´. Pro rˇesˇenı´
zna´my´ch proble´mu˚ lze pouzˇı´t tzv. standardnı´ modely, pro rˇesˇenı´ zcela novy´ch proble´mu˚ je
nutne´ zkonstruovat nove´ modely. Je mozˇne´ rozlisˇit dva zpu˚soby odvozenı´ rˇesˇenı´ z modelu -
analyticke´ rˇesˇenı´, ktere´ je zalozˇeno na urcˇenı´ prˇesne´ho rˇesˇenı´ pomocı´ analyticky´ch matema-
ticky´ch metod (rˇesˇenı´ soustav rovnic) a numericke´ rˇesˇenı´, ktere´ se vyuzˇı´va´ prˇi rˇesˇenı´ modelu˚,
u nichzˇ nelze rˇesˇit proble´m analyticky, nebo v prˇı´padech, kdy je analyticke´ rˇesˇenı´ slozˇite´ (si-
mulace na pocˇı´tacˇi). Prˇi vytva´rˇenı´ matematicke´ho modelu je trˇeba postupovat tak, aby model
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opravdu kopı´roval rea´lnou situaci a aby bylo mozˇne´ v urcˇity´ch fa´zı´ch modelovacı´ho procesu
kontrolovat dosazˇene´ vy´sledky eventua´lneˇ mı´t mozˇnost model upravit nebo zvolit jinou cestu.
Soucˇasneˇ je nutne´ mı´t v kazˇde´ fa´zi procesu mozˇnost odhadnout chyby, ktere´ se pouzˇitı´m mo-
delu dopousˇtı´me. Z toho vyply´va´ nutnost zaby´vat se takovy´mi ota´zkami, jako je odhad chyby,
podmı´neˇnost u´lohy cˇi stabilita algoritmu. Navı´c v souvislosti s matematicky´m modelova´nı´m
docha´zı´ prˇi vytva´rˇenı´ matematicke´ho modelu i prˇi jeho rˇesˇenı´ k cele´ rˇadeˇ dalsˇı´ch neprˇesnostı´.
Jejich zdrojem mohou by´t i chyby, ktery´ch se mu˚zˇeme dopustit prˇi meˇrˇenı´ dat. Matematicky´
model je zjednodusˇenı´m jizˇ zjednodusˇene´ho fyzika´lnı´ho modelu a neodpovı´da´ prˇesneˇ realiteˇ.
Vza´jemne´ srovna´nı´ reality a vy´sledne´ho modelu mu˚zˇe by´t take´ velmi netrivia´lnı´ za´lezˇitostı´.
Soucˇasneˇ je trˇeba vzı´t v u´vahu chyby vznikle´ prˇi zpracova´nı´ u´lohy na pocˇı´tacˇi. Dalsˇı´m zdrojem
kumulova´nı´ chyb mu˚zˇe by´t fakt, zˇe u´loha je sˇpatneˇ podmı´neˇna´ a algoritmus je nestabilnı´. Rˇada
zminˇovany´ch pojmu˚ (podmı´neˇnost, stabilita, pocˇı´tacˇova´ aritmetika, validace cˇi verifikace) nenı´
beˇzˇneˇ soucˇa´stı´ strˇedosˇkolske´ matematiky a prˇitom jsou tyto pojmy zcela za´sadnı´ pro pocho-
penı´ mnoha souvislostı´ prˇi studiu prˇı´rodnı´ch nebo technicky´ch veˇd. Neˇktery´ch ota´zek se lehce
dotkneme v 8. kapitole. Na obr. 6 jsou strucˇneˇ popsa´ny kroky, ktere´ mohou prˇispeˇt k dosazˇenı´
zda´rne´ho vy´sledku prˇi vytva´rˇenı´ modelu.
Obra´zek 6: Diagram matematicke´ho modelova´nı´
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4 Modelova´nı´ a chaos
Matematicke´ modelova´nı´ proniklo do ru˚zny´ch oboru˚ technicky´ch, prˇı´rodnı´ch, ekonomicky´ch i
socia´lnı´ch veˇd a stalo se du˚lezˇity´m na´strojem prˇi simulova´nı´ syste´mu˚ a analy´za´ch a prˇedvı´da´nı´
ru˚zny´ch procesu˚ cˇi stavu˚ spolecˇenstev. Vy´znamnou roli sehra´l v minule´m stoletı´ v te´to oblasti
rozvoj prˇedpovı´da´nı´ pocˇası´. Jednı´m z prvnı´ch zakladatelu˚ numericke´ho modelova´nı´ prˇedpoveˇdi
pocˇası´ byl Lewis Fry Richardson, ktery´ v roce 1922 sestavil prvnı´ numerickou prˇedpoveˇd’
pocˇası´. O dalsˇı´ vy´voj se velkou meˇrou zaslouzˇil americky´ matematik a meteorolog Edward Lo-
renz. Lorenz doka´zal, zˇe chova´nı´ slozˇity´ch nelinea´rnı´ch dynamicky´ch syste´mu˚ je silneˇ za´visle´
na vstupnı´ch podmı´nka´ch. V jeho vy´zkumu sehra´la velkou roli na´hoda. Lorenz chteˇl opeˇt vyuzˇı´t
jeden ze svy´ch meteorologicky´ch modelu˚, ale pouzˇil pocˇa´tecˇnı´ hodnoty s mensˇı´ prˇesnostı´ nezˇ
poprve´ – namı´sto zaokrouhlenı´ na sˇest desetinny´ch mı´st zadal stejne´ cˇı´slo zaokrouhlene´ pouze
na trˇi desetinna´ mı´sta. Tato zda´nliveˇ mala´ zanedbatelna´ zmeˇna vstupnı´ch u´daju˚ za´sadneˇ zmeˇnila
chova´nı´ celku. Tento jev, kdy male´ zmeˇny ve vstupnı´ch parametrech mohou zpu˚sobit velke´
rozdı´ly v konecˇne´m du˚sledku, dostal na´zev efekt moty´lı´ch krˇı´del, protozˇe by´va´ prˇirovna´va´n k
ma´vnutı´ krˇı´del moty´la, ktery´ mu˚zˇe tı´mto cˇinem vyvolat hurika´n tisı´ce kilometru˚ od neˇj. Vnesl
tak novy´ impuls do zkouma´nı´ teorie chaosu, ktera´ je mnohy´mi povazˇova´na za mimorˇa´dneˇ per-
spektivnı´ oblast matematiky a fyziky. Teorie chaosu doplneˇna´ Lorenzovy´mi poznatky mimo
jine´ take´ naznacˇuje jeden z du˚vodu˚, procˇ dlouhodobe´ progno´zy ru˚zny´ch jevu˚ vypracovane´ spe-
cialisty za pomoci nejmoderneˇjsˇı´ techniky cˇasto neda´vajı´ vy´razneˇ kvalitneˇjsˇı´ vy´sledky nezˇ intu-
itivnı´ odhady prˇemy´sˇlivy´ch amate´ru˚. Efekt moty´lı´ch krˇı´del a teorie chaosu tak v mnohe´m svy´m
vy´znamem prˇipomı´najı´ prˇevratny´ Einsteinu˚v prˇı´nos v podobeˇ teorie relativity.
4.1 Prˇı´klady jednoduchy´ch modelu˚
Hlavnı´ cı´l te´to cˇa´sti pra´ce smeˇrˇuje k jednoduche´mu popisu za´kladnı´ch pojmu˚ teorie chaosu v
dynamicky´ch syste´mech s podporou graficke´ho prostrˇedı´. Jeden z podneˇtu˚ k sepsa´nı´ te´to cˇa´sti je
postupne´ zjisˇt’ova´nı´ faktu, zˇe studenti jak strˇednı´ch, tak vysoky´ch sˇkol majı´ sta´le veˇtsˇı´ proble´m
”cˇı´st z grafu“ a vu˚bec cha´pat spojenı´ grafu s rea´lnou situacı´. Vybrali jsme tedy za´meˇrneˇ te´ma,
ktere´ se beˇzˇneˇ v osnova´ch sˇkol neobjevuje a mohlo by by´t pro studenty zajı´mave´. Budeme
se snazˇit na za´kladeˇ vy´beˇru vhodne´ posloupnosti grafu˚ funkcı´ a pomocı´ jednoduchy´ch u´vah
samostatneˇ dopracovat k definicı´m za´kladnı´ch pojmu˚ a jednoduchy´m za´veˇru˚m v u´vodu do te-
orie chaosu v dynamicky´ch syste´mech. S pomocı´ vhodne´ho matematicke´ho modelu lze dospeˇt
k formulacı´m jednoduchy´ch u´loh, k jejichzˇ rˇesˇenı´ nenı´ trˇeba budovat slozˇitou teorii a postacˇı´
vycha´zet ze za´kladu˚ strˇedosˇkolske´ matematiky. S pomocı´ vybrany´ch modelu˚ lze pouka´zat na
neˇktere´ du˚lezˇite´ souvislosti, se ktery´mi se studenti v hodina´ch matematiky na strˇednı´ sˇkole ne-
setkajı´ a mohou si tak rozsˇı´rˇit sve´ matematicke´ znalosti.
K odvozenı´ za´kladnı´ch pojmu˚ teorie chaosu by mohla poslouzˇit analy´za vhodne´ho matema-




Laboratornı´mi testy bylo zjisˇteˇno, zˇe mnozˇstvı´ bakteriı´ te´hozˇ druhu se za stejny´ch podmı´nek v
pru˚beˇhu jedne´ hodiny zdvojna´sobı´. Tuto za´vislost mu˚zˇeme popsat pomocı´ funkce f(x) na´sledovneˇ
f(x) = 2x,
kde x prˇedstavuje pocˇet bakteriı´ a nahradit ji iteracˇnı´m modelem - opakujı´cı´m se procesem ve
tvaru
xn+1 = f(xn) = 2xn,
kde n = 1, ..., prˇicˇemzˇ n-ta´ iterace (prˇiblı´zˇenı´) xn prˇedstavuje pocˇet bakteriı´ v cˇase n a x1 je
pocˇa´tecˇnı´ mnozˇstvı´ bakteriı´. Tedy celkove´ mnozˇstvı´ bakteriı´ za dveˇ cˇasove´ jednotky je da´no
hodnotou f(f(x1)) = f(x2) = x3 a jedna´ se zde o skla´da´nı´ totozˇny´ch funkcı´. Tento model by
zrˇejmeˇ nebylo mozˇne´ uplatnit na lidskou populaci vzhledem k faktu˚m, zˇe na jejı´ vy´voj ma´ vliv





Na tomto mı´steˇ by bylo vhodne´ zmı´nit se o prˇı´nosu anglicke´ho ekonoma Thomase Roberta
Malthuse, vy´znamne´ho prˇedstavitele klasicke´ sˇkoly politicke´ ekonomie. Svy´m dı´lem reago-
val na meˇnı´cı´ se socia´lnı´ a demograficke´ pomeˇry v Anglii prˇelomu 18. a 19. stoletı´, ktere´
se pokousˇel vysveˇtlit pomocı´ vlastnı´ populacˇnı´ teorie, jı´zˇ polemizoval s tehdy prˇevazˇujı´cı´mi
osvı´censky´mi prˇedstavami o blı´zˇı´cı´ se zlate´ dobeˇ lidstva. Byl prˇesveˇdcˇen, zˇe samotne´ za´kony
prˇı´rody zabra´nı´ lidstvu dosa´hnout stavu dokonale´ spolecˇnosti a zˇe je nevyhnutelne´, aby
soucˇa´stı´ spolecˇnosti byly vrstvy obyvatelstva trvale zˇijı´cı´ho na pokraji chudoby.
Pouzˇijeme-li mı´sto prˇedchozı´ho modelu na´sledujı´cı´ upraveny´ model, pak bude mozˇne´ popsat
realitu ”vy´stizˇneˇji“.
Model 2
Definujme funkci g(x) na´sledovneˇ
g(x) = 2x(1− x),
kde pocˇet obyvatelstva x je zada´n v milionech, tedy hodnota x = 0, 01 odpovı´da´ hodnoteˇ de-
seti tisı´cu˚m obyvatel. Pokud je populace nı´zka´, je faktor (1 − x) blı´zky´ jedne´ a tı´m se model
prˇiblizˇuje Modelu 1. Je-li populace vysoka´, pak je hodnota g(x) da´na soucˇinem 2x a zbytkove´ho
mnozˇstvı´ (1− x). Porovna´nı´m obou modelu˚ pro pocˇa´tecˇnı´ hodnotu x = 0, 01, kdy cˇas meˇrˇı´me
v letech, zjistı´me zajı´mavy´ vy´sledek. Po dvana´cti letech by podle Modelu 1 dosahovala popu-
lace pocˇtu f 12(0, 01) .= 4096 · 109 a dle Modelu 2 zı´ska´me g12(0, 01) .= 0, 5 .= g13(0, 01) .=
.
= g14(0, 01) atd. Vy´pocˇtu kazˇde´ hodnoty funkce f nebo g budeme rˇı´kat iterace. Snadno zazna-
mena´me, zˇe pokud zvolı´me libovolny´ pocˇa´tecˇnı´ stav x ∈ (0, 1), pak se vzˇdy po urcˇite´m pocˇtu
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iteracı´ dostaneme k bodu x = 0, 5 s jistou prˇesnostı´. Tento bod budeme nazy´vat pevny´m bodem
funkce f a budeme jej oznacˇovat x∗. Pevny´ bod ma´ v rea´lne´ praxi urcˇiteˇ svu˚j vy´znam, protozˇe
jednı´m z cı´lu˚ zkoumane´ho modelu bude ota´zka, zda a kdy se vy´voj studovane´ho syste´mu usta´lı´
[1].
4.2 Za´kladnı´ vlastnosti
Hleda´nı´ pevne´ho bodu funkce f(x) = 2x a g(x) = 2x(x− 1) prˇedstavuje rˇesˇenı´ rovnic
x = 2x a x = 2x(x− 1). (10)
Zna´zorneˇme si tento proces graficky viz obr. 7 a obr. 8.
Obra´zek 7: 2x = x
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Obra´zek 8: 2x(1− x) = x
Na obr. 7 je jediny´m pru˚secˇı´kem funkce f(x) a y = x bod s x−ovou sourˇadnicı´ x = 0. Vsˇechny
body zı´skane´ iteracˇnı´m procesem xn+1 = 2xn se od tohoto pru˚secˇı´ku budou vzdalovat, mu˚zˇeme
tedy pouzˇı´t prˇirovna´nı´, zˇe jsou bodem s x = 0 odpuzova´ny. Na obr. 8 vidı´me dva pru˚secˇı´ky obou
grafu˚ a to v bodech s x−ovou sourˇadnicı´ x = 0 a x = 0.5. Oba dva body jsou body pevny´mi, ale
lisˇı´ se podstatneˇ jedinou vlastnostı´. Jakoukoliv volbou pocˇa´tecˇnı´ iterace x ∈ (0, 1) se dalsˇı´ body
zı´skane´ iteracˇnı´m procesem prˇiblizˇujı´ (jsou ”prˇitahova´ny“) k bodu x = 0.5 a od bodu x = 0
jsou ”odpuzova´ny“. Bude tedy nutne´ odlisˇovat pevny´ bod prˇitahujı´cı´ a pevny´ bod odpuzujı´cı´,
na´zorneˇ viz obr. 9 a obr. 10.
Obra´zek 9: Prˇedstava prˇitahujı´cı´ho mı´sta
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Obra´zek 10: Prˇedstava odpuzujı´cı´ho mı´sta
Jake´ musı´ mı´t vlastnosti dana´ funkce, aby pevny´ bod byl prˇitahujı´cı´m cˇi odpuzujı´cı´m bodem?
S pomocı´ na´sledujı´cı´ho grafu lze pomeˇrneˇ snadno uha´dnout odpoveˇd’. Pokud tecˇna sestrojena´
ke grafu funkce v kazˇde´m bodeˇ iterace ma´ smeˇrnici mensˇı´ nezˇ ma´ prˇı´mka y = x neboli






kde x1 je vhodneˇ zvoleno. Vy´beˇru pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ se budeme veˇnovat podrobneˇji v
na´sledujı´cı´m textu. Je-li splneˇna podmı´nka (11), pak bude pevny´ bod funkce g(x) prˇitahujı´cı´m
bodem, v opacˇne´m prˇı´padeˇ se bude jednat o pevny´ bod odpuzujı´cı´ viz obr. 11.
25
Obra´zek 11: |g(´x)| < 1
Posloupnost iteracı´ {x1, x2, x3, ...} zkonstruovanou procesem xn+1 = f(xn) pro n = 1, ...
budeme nazy´vat orbitou (prˇı´slusˇnou k funkci f(x) a bodu x1). Pro prˇehledne´ zna´zorneˇnı´ orbity
mu˚zˇeme pouzˇı´t linea´rnı´ lomenou cˇa´ru spojujı´cı´ body [x1, 0] , [x1, f(x1)] a [f(x1), f(x2)] atd.
Pak jsou z grafu velmi snadno rozpoznatelne´ oba prˇı´pady a to orbita s odpuzujı´cı´m pevny´m
bodem viz obr. 12 a obr. 13 a prˇitahujı´cı´m pevny´m bodem viz obr. 14 a obr. 15.
Obra´zek 12: Odpuzujı´cı´ pevny´ bod
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Obra´zek 13: Odpuzujı´cı´ pevny´ bod
Obra´zek 14: Prˇitahujı´cı´ pevny´ bod
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Obra´zek 15: Prˇitahujı´cı´ pevny´ bod
Na na´sledujı´cı´ch obra´zcı´ch je zna´zorneˇna situace, kdy se body orbity periodicky opakujı´, v
prˇı´padeˇ obr. 16 se jedna´ o tzv. 2-periodickou prˇitahujı´cı´ orbitu funkce f(x) = 3.3x(1 − x),
kde f(p1) = p2, f(p2) = p1 a obr. 17 ukazuje 4-periodickou prˇitahujı´cı´ orbitu funkce g(x) =
= 3.5x(1 − x), kde g(p1) = p2, g(p2) = p3, g(p3) = p4 a g(p4) = p1. Opakujı´cı´ se body
prˇı´slusˇny´ch orbit jsou oznacˇeny cˇervenou barvou. Oba prˇı´pady zastupujı´ prˇitahujı´cı´ orbity a
naznacˇujı´ ”usta´lenı´ stavu“.
Obra´zek 16: f(x) = 3.3x(1− x)
28
Obra´zek 17: f(x) = 3.5x(1− x)
Na´sledujı´cı´ grafy ukazujı´, zˇe kazˇda´ iterace xn+1 = f(xn) prˇedstavuje ve skutecˇnosti opakovane´
skla´da´nı´ funkce f(x):
f(x1) = x2, f(f(x1)) = x3, ..., f
n(x1) = xn+1.
Jinak rˇecˇeno pevny´ bod funkce fn−1(x) je pevny´m bodem funkce fn(x). Na obr. 18, 19, 20 a
21 je postupneˇ zna´zorneˇno opakovane´ slozˇenı´ funkcı´ 0.5x(1 − x), 3x(1 − x), 3.3x(1 − x) a
4x(1− x). Naprˇı´klad v poslednı´m uvedene´m prˇı´padeˇ ma´ prvnı´ slozˇenı´ prˇedpis funkce ve tvaru
f(f(x)) = 4[4x(1− x)][1− 4x(1− x)] = −64x4 + 128x3 − 482 + 16x.
Je patrne´, jak se postupneˇ situace komplikuje a objevujı´ se dalsˇı´ pevne´ body v za´vislosti na
hodnoteˇ konstanty a v prˇedpisu funkce f(x) = ax(1− x). Na obr. 18 a 19 je stav ”usta´leny´“ a
v prˇı´padeˇ obr. 20 a 21 je jizˇ velice neprˇehledny´.
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Obra´zek 18: f(x) = 0.5x(1− x)
Obra´zek 19: f(x) = 3x(1− x)
30
Obra´zek 20: f(x) = 3.3x(1− x)
Obra´zek 21: f(x) = 4x(1− x)
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Obra´zek 22: f(x) = 4x(1− x)
Obra´zek 23: f(x) = sin x
Obra´zky 22 a 23 zna´zornˇujı´ nekonecˇnou omezenou orbitu funkce. Zrˇejmeˇ zde funkce nema´
zˇa´dny´ prˇitahujı´cı´ pevny´ bod ani prˇitahujı´cı´ periodickou orbitu. Z vlastnosti derivace slozˇene´
funkce pak pro kazˇdou k-periodickou orbitu {p1, p2, ...pk} platı´
f (k) (p1) = f´ (p1) f´ (p2) ...f´ (pk) , (12)
kde f (k) oznacˇuje k−tou derivaci funkce f . Pak na za´kladeˇ zobecneˇnı´ vlastnosti (11) mu˚zˇeme
vyslovit hypote´zu, zˇe pokud je splneˇna podmı´nka
32
|f´ (p1) ||f´ (p2) |...|f´ (pk) | < 1, (13)
pak bude k-periodicka´ orbita {p1, p2, ...pk} prˇitahujı´cı´ orbitou. Je-li mozˇno doka´zat, zˇe prvky
omezene´ orbity nekonvergujı´ v nekonecˇnu k neˇjake´ k-periodicke´ prˇitahujı´cı´ orbiteˇ, pak odtud
jizˇ vede jen neˇkolik kroku˚ k formulaci definice pojmu chaos (z rˇecˇtiny neusporˇa´danost, zmatek).
4.3 Co je to chaos?
Uvazˇujme diskre´tnı´ dynamicky´ syste´m popsany´ pomocı´ vztahu
xn+1 = f(xn)
pro n = 1, ...,, kde funkce f(x) je nelinea´rnı´ funkce. Prˇedpoklad nelinearity je podstatny´,
protozˇe v prˇı´padeˇ, kdy je funkce linea´rnı´ tj. platı´ kf(x) = f(kx) pro nenulovou rea´lnou kon-
stantu k a f(x + y) = f(x) + f(y), jsou syste´my konecˇne´ dimenze pomeˇrneˇ detailneˇ popsa´ny
a posloupnost zı´skana´ prˇedpisem xn+1 = f(xn) nevykazuje chaoticke´ chova´nı´. Hlavnı´m rysem
syste´mu˚, ktere´ majı´ chaoticky´ charakter, je velka´ citlivost na pocˇa´tecˇnı´ podmı´nky. Zvolı´me-li
dva velmi blı´zke´ body, ktere´ budou reprezentovat pocˇa´tecˇnı´ podmı´nky syste´mu, pak pokud se
tyto dva body budou od sebe prˇi dane´m procesu vy´razneˇ (exponencia´lneˇ) vzdalovat, nebude
mozˇne´ budoucı´ stav syste´mu zˇa´dny´m zpu˚sobem prˇedpoveˇdeˇt.
Zvolme dva body x1 a x1 + ∆x1 tak, aby byly velmi blı´zko od sebe. Pak lze vzda´lenost teˇchto
bodu˚ po jedne´ iteraci vyja´drˇit na´sledovneˇ
∆x2 = f(x1 + ∆x1)− f(x1) ≈ ∆x1f´(x1).
Aproximace hodnoty ln |f´(x1)| oznacˇena´ symbolem λ1 byla nazva´na loka´lnı´m Ljapunovovy´m
exponentem (prˇı´slusˇny´m k funkci f a bodu x1). Jeho hodnota prˇedstavuje mı´ru rozpı´na´nı´ syste´mu
v bodeˇ x1 - bude-li jeho hodnota za´porna´, pak se budou body po iteraci prˇiblizˇovat, v prˇı´padeˇ
kladne´ hodnoty se budou rozbı´hat. Globa´lnı´ Ljapunovu˚v exponent pak lze definovat jako strˇednı´
hodnotu loka´lnı´ch exponentu˚ pro dostatecˇneˇ velky´ pocˇet iteracı´ ve tvaru
lim
k→∞
(1/k)(ln|f´ (x1) |+ ln|f´ (x2) |+ ...+ ln|f´ (xk))|.
Jiny´mi slovy: Globa´lnı´ Ljapunovu˚v exponent je rea´lne´ cˇı´slo charakterizujı´cı´ pru˚meˇrnou zmeˇnu
vy´voje cele´ho syste´mu. Ljapunovu˚v exponent je tak velmi uzˇitecˇny´ na´stroj k odlisˇenı´ nesta-
bilnı´ho, chaoticke´ho chova´nı´ syste´mu od chova´nı´, ktere´ je stabilnı´ a prˇedpoveˇditelne´. Jestlizˇe je
hodnota Ljapunovova exponentu za´porna´, potom je chova´nı´ syste´mu stabilnı´. Cˇı´m je hodnota
Ljapunovova exponentu veˇtsˇı´ kladne´ cˇı´slo, tı´m citliveˇjsˇı´ je za´vislost na dany´ch pocˇa´tecˇnı´ch
podmı´nka´ch (souvisı´ se zname´nkem hodnoty logaritmu v intervalech (0, 1) a (1,∞), vztahem
(13) a definicı´ Ljapunovova exponentu).
Dalsˇı´ du˚lezˇita´ nedı´lna´ vlastnost chaoticke´ho syste´mu spocˇı´va´ v tom, aby se prˇi generova´nı´
mnozˇiny bodu˚ {x1, x2, x3, ...} zkonstruovanou procesem xn+1 = f(xn) pro n = 1, ... nestalo
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to, zˇe se tato posloupnost bodu˚ dostane do stavu, kdy se jista´ konecˇna´ podmnozˇina bodu˚ prˇi
zobrazenı´ ”zacyklı´“ (bude mozˇne´ vysledovat jistou pravidelnost - existenci prˇitahujı´cı´ orbity).
Tedy chaoticky´ syste´m musı´ mı´t alesponˇ jeden Ljapunovu˚v exponent kladny´.
Na za´kladeˇ prˇedchozı´ch u´vah pak ma´ smysl vyslovit na´sledujı´cı´ definici (viz [1]).
Definice: Necht’ f(x) je rea´lna´ funkce a necht’ {x1, x2, .., xk, ...} je omezena´ orbita funkce f(x).
Pak orbita {x1, x2, .., xk, ...} je chaoticka´, jestlizˇe nenı´ konvergentnı´ k zˇa´dne´ periodicke´ orbiteˇ
prˇı´slusˇne´ funkci f(x) a bodu x1 pro k →∞ a platı´
lim
k→∞
(1/k)(ln|f´ (x1) |+ ln|f´ (x2) |+ ...+ ln|f´ (xk))| > 0, (14)
pokud uvedena´ limita existuje [1].
Prˇedstava pojmu chaos jizˇ tedy zacˇı´na´ nabı´rat zrˇetelneˇjsˇı´ch obrysu˚ viz obr. 24 a obr. 25.
Obra´zek 24: Toto je chaos
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Obra´zek 25: Chaos jinak
4.4 Bifurkacˇnı´ diagram
Termı´nem bifurkace se oznacˇuje jev, prˇi ktere´m docha´zı´ k vy´razny´m zmeˇna´m vnitrˇnı´ho stavu
sledovane´ho syste´mu v situaci, kdy se nepatrneˇ zmeˇnı´ vstupnı´ parametry. U neˇktery´ch syste´mu˚
k bifurkacı´m nedocha´zı´, protozˇe se s postupny´m zvysˇova´nı´m cˇi snizˇova´nı´m hodnot vstupnı´ch
parametru˚ (naprˇı´klad teploty prˇi chemicky´ch reakcı´ch) syste´m meˇnı´ pouze nevy´znamneˇ. Exis-
tujı´ vsˇak syste´my, u nichzˇ po docı´lenı´ jisty´ch - kriticky´ch hodnot vstupnı´ch dat docha´zı´ k prudke´
zmeˇneˇ vnitrˇnı´ho stavu. Mu˚zˇe se naprˇı´klad jednat o na´hly´ vznik turbulence v potrubı´ prˇi dosazˇenı´
urcˇite´ rychlosti proudeˇnı´ kapaliny, o fa´zovy´ prˇechod la´tky prˇi zmeˇneˇ teploty atd. Jedna´ se tedy
o rozdvojenı´ stavu neboli nestabilitu syste´mu, kdy jedna situace ma´ dveˇ vzdalujı´cı´ se rˇesˇenı´.
Demonstrujme popsany´ jev pomocı´ jednoduche´ho prˇı´kladu. Uvazˇujme nynı´ opeˇt funkci ve tvaru
f(x) = ax(1− x), kde a je prvkem intervalu 〈1, 4〉. Budeme postupneˇ meˇnit hodnoty parame-
tru a a zna´zornˇovat vsˇechny pevne´ body funkce f(x) na intervalu 〈0, 1〉 pro meˇnı´cı´ se hodnoty
parametru a. Graf, ktery´ zna´zornˇuje vsˇechny pevne´ body, se nazy´va´ bifurkacˇnı´m diagramem
(viz [1]). Z tohoto diagramu lze velmi prˇehledneˇ sledovat, pro ktere´ hodnoty parametru a je
stav usta´leny´ cˇi chaoticky´, kde ma´ funkce periodicke´ orbity a kde je pevny´ bod jediny´. Si-
tuace zna´zorneˇna´ na obr. 26, 27, 28 a 29 odpovı´da´ informacı´m, ktere´ pak zrˇetelneˇ vycˇteme
z bifurkacˇnı´ho diagramu viz obr. 30.
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Obra´zek 26: f(x) = 2x(1− x)
Obra´zek 27: f(x) = 3.3x(1− x)
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Obra´zek 28: f(x) = 3.5x(1− x)
Obra´zek 29: f(x) = 3.8x(1− x)
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Obra´zek 30: Bifurkacˇnı´ diagram
Na´zev bifurkacˇnı´ho diagramu je odvozen z anglicke´ho slova ”bifurcation“, cozˇ v prˇekladu zna-
mena´ rozdvojenı´ a z obr. 30 je zrˇejme´ procˇ. Leva´ cˇa´st diagramu odpovı´dajı´cı´ hodnota´m a z
intervalu (1,3) viz obr. 26 a prˇedstavuje usta´leny´ stav syste´mu, po prvnı´m rozdvojenı´ se pak
syste´m pohybuje mezi dveˇma stavy viz. obr. 27, da´le na´sleduje interval, ve ktere´m ma´ funkce 4-
periodickou orbitu viz. obr. 28. V prave´ cˇa´sti diagramu se strˇı´dajı´ u´seky chaosu a k-periodicky´ch
stavu˚. ”Bı´le´“ oblasti by´vajı´ nazy´va´ny okny bifurkace [1].
V cele´m textu jsme se za´meˇrneˇ vyhy´bali problematice volby pocˇa´tecˇnı´ iterace, jejı´ analy´za
by vyzˇadovala mnohem veˇtsˇı´ prostor, informace k te´to ota´zce lze nale´zt naprˇı´klad v [1]. Na
poslednı´m zarˇazene´m obra´zku obr. 31 je patrne´, jak je volba pocˇa´tecˇnı´ho bodu du˚lezˇita´. Prˇi dvou
ru˚zny´ch volba´ch bodu x1 ma´ funkce jiny´ pevny´ prˇitahujı´cı´ bod. Navı´c mu˚zˇe dojı´t k prˇı´padu,
kdy pocˇa´tecˇnı´ prˇiblı´zˇenı´ zada´me s malou prˇesnostı´, cozˇ mu˚zˇe mı´t za na´sledek to, zˇe vy´sledkem
dane´ho iteracˇnı´ho procesu bude chybne´ rˇesˇenı´. Tento proble´m souvisı´ s jevem popisovany´m v
u´vodu te´to kapitoly, kdy se beˇhem rˇesˇenı´ prakticky´ch u´loh prˇi zanedbatelne´ zmeˇneˇ vstupnı´ch
dat obdrzˇı´ obrovske´ chyby ve vy´sledcı´ch. Takove´ u´lohy nazy´va´me sˇpatneˇ podmı´neˇne´ a jsou
velmi problematicky rˇesˇitelne´, pokud jsou jejich vstupnı´ data zatı´zˇeny chybami jako jsou chyby
meˇrˇenı´, chyby meˇrˇı´cı´ch zarˇı´zenı´ nebo zaokrouhlovacı´ chyby. Naopak dobrˇe podmı´neˇna´ u´loha
je takova´ u´loha, kdy mala´ zmeˇna ve vstupnı´ch datech vyvola´ malou zmeˇnu rˇesˇenı´. K tomuto
proble´mu se vra´tı´me v na´sledujı´cı´ kapitole.
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Obra´zek 31: Volba pocˇa´tecˇnı´ho bodu
Prˇı´klady
Pokuste se pomocı´ vhodne´ho dosazˇitelne´ho graficke´ho software dosa´hnout obdobny´ch vy´sled-
ku˚, ktere´ ukazujı´ obr. 26, 27, 28 cˇi 29. Zvolte funkci g(x) = x, f(x) = ax(1 − x) a hodnotu
parametru a postupneˇ obmeˇnˇujte. Zvolte vhodneˇ pocˇa´tecˇnı´ bod x1 a pocˇı´tejte postupneˇ hodnoty
bodu˚ f(x1) = x2, f(f(x1)) = x3, .... Body o sourˇadnicı´ch [x1, f(x1)], [x2, f(x2)], [x3, f(x3)], ...
spojte u´secˇkami, ve vy´sledku pak obdrzˇı´te lomenou cˇa´ru. Tı´mto zpu˚sobem zı´ska´te pestrou sˇka´lu
ru˚zny´ch typu˚ orbit.
Shrnutı´. V te´to kapitole jsou zpracova´na na´sledujı´cı´ te´mata. Pomocı´ vy´beˇru vhodne´ posloup-
nosti grafu˚ funkcı´ jsme dospeˇli k formulacı´m za´kladnı´ch pojmu˚ u´vodu do teorie chaosu v dy-
namicky´ch syste´mech. Z grafu˚ je patrne´, kdy je pevny´ bod prˇitahujı´cı´ a kdy odpuzujı´cı´, kdy
se orbita sta´va´ k-periodickou. Zna´zorneˇnı´m skla´da´nı´ funkcı´ jsme prˇiblı´zˇili pojem iterace z
jine´ho u´hlu pohledu. V za´veˇru jsme pomocı´ bifurkacˇnı´ho diagramu oveˇrˇili vlastnosti studo-
vany´ch funkcı´. Grafy byly zpracova´ny pomocı´ softwaru Derive 6 [18]. Uvedene´ te´ma mu˚zˇe by´t
vhodne´ jako motivacˇnı´ te´ma na cvicˇenı´ch, kde se studenti seznamujı´ s neˇktery´m matematicky´m
softwarem. Zarˇazene´ prˇı´klady jednoduchy´ch populacˇnı´ch modelu˚ mohou by´t rozsˇı´rˇeny na kom-
plikovaneˇjsˇı´ modely, kdy do deˇje vstupujı´ dalsˇı´ faktory ovlivnˇujı´cı´ ru˚st populace nebo zna´me´
modely naprˇ. model dravec - korˇist cˇi modely samocˇisˇteˇnı´ jezera. Prˇı´klady teˇchto modelu˚ a je-
jich analy´zy lze nale´zt naprˇı´klad v [14]. Te´ma chaosu by mohlo by´t pro studenty prˇı´nosny´m
zpestrˇenı´m vyucˇova´nı´, protozˇe nabı´zı´ pohled do zcela nove´ a modernı´ cˇa´sti matematiky.
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5 Od spojite´ho proble´mu k diskre´tnı´mu proble´mu
Na proble´m rˇesˇeny´ v prˇedchozı´ kapitole se mu˚zˇeme podı´vat take´ z jine´ho u´hlu pohledu. V
u´vodu prˇedstavı´me jednoduchy´ prˇı´klad. Budeme hledat nulove´ body spojite´ funkce f(x), tedy
rˇesˇit rovnici f(x) = 0, ale ne zcela tradicˇnı´m zpu˚sobem. Necht’ je da´na rovnice naprˇı´klad ve
tvaru
5x− 3 = 0. (15)
Vztah (15) prˇepı´sˇeme na´sledovneˇ
5x = 3 (16)




nebo x = 0, 6. Mı´sto toho ovsˇem rovnici (16) uvedeme do tvaru
4x+ x = 3, (17)
odtud
x = 3− 4x. (18)
Je zrˇejme´, zˇe rovnici (16) mu˚zˇeme podobny´m zpu˚sobem prˇepsat v nekonecˇneˇ mnoha podoba´ch
obecneˇ do tvaru
x = ϕ (x) , (19)
kde ϕ (x) je neˇjaka´ spojita´ funkce, naprˇı´klad 2x = 3 + 8x nebo x = 1
4
(3 − x). Zvolme x0 z
jiste´ho intervalu (mozˇnost konkre´tnı´ volby vysveˇtlı´me pozdeˇji) a polozˇme ϕ (x0) = x1. Pokud
budeme tento postup opakovat, obdrzˇı´me na´sledujı´cı´ proces
xn+1 = ϕ (xn) , (20)
kde n = 0, ... je cele´ cˇı´slo a x0 je vhodneˇ zvolene´ prvnı´ pocˇa´tecˇnı´ prˇiblı´zˇenı´, stane se z po-
pisovane´ho spojite´ho deˇje deˇj diskre´tnı´. Postupny´m dosazova´nı´m vypocˇı´tany´ch hodnot do re-
kurentnı´ho vztahu (20) obdrzˇı´me posloupnost rea´lny´ch cˇı´sel x0, x1, ..., xn, ... (posloupnost ite-
racı´ - jinak take´ orbitu prˇı´slusˇnou bodu x0) a tı´m se dosta´va´me k proble´mu zminˇovane´mu v
prˇedchozı´ kapitole. Prˇevedenı´ rea´lne´ho proble´mu pomocı´ matematicke´ho modelu s vyuzˇitı´m
iteracˇnı´ho postupu prˇedstavuje velmi vy´znamnou cˇa´st numericke´ matematiky, tı´mto postupem
lze rˇesˇit celou rˇadu u´loh jmenoviteˇ naprˇı´klad soustavy linea´rnı´ch i nelinea´rnı´ch rovnic. Dalsˇı´m
strˇedem za´jmu je pak studium vlastnostı´ posloupnosti zı´skane´ pomocı´ rekurentnı´ch formulı´,
prˇedevsˇı´m zda dana´ posloupnost vu˚bec konverguje k hledane´mu rˇesˇenı´, s jakou prˇesnostı´ a
prˇi jake´ volbeˇ pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´. V te´to souvislosti je mozˇne´ zmı´nit vlastnosti posloup-
nostı´ jako je naprˇı´klad omezenost, monoto´nie, neza´pornost, konvergence cˇi chaoticke´ chova´nı´.
Studium teˇchto vlastnostı´ je zahrnuto do strˇedosˇkolsky´ch osnov pouze cˇa´stecˇneˇ. V prˇedchozı´
kapitole jsme pouka´zali na vy´znam mozˇnosti urcˇit chaoticke´ chova´nı´ posloupnosti dat pro mo-
delova´nı´. V te´to kapitole se pokusı´me upozornit na dalsˇı´ aspekty prˇi rˇesˇenı´ proble´mu (20).
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Bude-li platit
ϕ (xn+1) = ϕ (xn) , (21)
pro neˇjake´ n s prˇedem udanou prˇesnostı´, bude bod xn rˇesˇenı´m u´lohy (20) s uvedenou prˇesnostı´.
Na za´kladeˇ vztahu (18) lze sestrojit rekurentnı´ formuli ve tvaru
xn+1 = 3− 4xn. (22)
Nabı´zı´ se hned neˇkolik ota´zek:
• Jakou souvislost bude mı´t zı´skana´ posloupnost s nasˇı´m proble´mem, bude konvergovat k
rˇesˇenı´ rovnice?
• Prˇi jake´ volbeˇ varianty funkce ϕ (x) bude proble´m rˇesˇitelny´?
• Bude volba pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ ovlivnˇovat vy´sledek?
• Bude mı´t u´loha vzˇdy jedine´ rˇesˇenı´?
Prˇi libovolne´ volbeˇ pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ nemusı´me zı´skat vzˇdy posloupnost, ktera´ k prˇesne´mu
rˇesˇenı´ konverguje. V na´sledujı´cı´m grafu jsou zna´zorneˇny funkce y = x a y = 3−4x a u´secˇkami
jsou spojeny jednotlive´ body iterace {0.1, 2.6,−7.4, 32.6,−127.4, 512.6, ...} viz obr. 32.
Obra´zek 32: x = 3− 4x





V tomto prˇı´padeˇ zı´ska´me pro libovolnou volbu pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ posloupnost konvergentnı´
{0.1, 0.725, 0.5687, 0.6078, ...} viz obr. 33.
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Obra´zek 33: x = 1
4
(3− x)
Jestlizˇe bude koeficient u x v prˇedpisu funkce ϕ (x) v absolutnı´ hodnoteˇ veˇtsˇı´ nezˇ jedna, zı´skana´
posloupnost nebude konvergentnı´, bude-li koeficient v absolutnı´ hodnoteˇ mensˇı´ nezˇ jedna, pak
posloupnost {xn}∞n=1 bude konvergovat k rˇesˇenı´ dane´ u´lohy. Koeficient u x uda´va´ smeˇrnici dane´
prˇı´mky a jejı´ hodnota urcˇuje, jak bude prˇı´mka sklopena vzhledem k ose x. Smeˇrnici prˇı´mky lze
stanovit pomocı´ derivace. Mu˚zˇeme vyslovit hypote´zu, zˇe pokud se podarˇı´ zvolit funkci ϕ (x)
tak, zˇe jejı´ derivace bude ve sledovane´m intervalu v absolutnı´ hodnoteˇ mensˇı´ nezˇ jedna, po-
sloupnost zı´skana´ postupem uvedeny´m v (20) bude konvergovat k nulove´mu bodu funkce f(x)
viz obr. 34 a 35. Tyto u´vahy lze propojit s vy´sledky, ke ktery´ch jsme dospeˇli ve 2. a 3. kapitole,
kde jsme se dostali k rˇesˇenı´ podobne´ho proble´mu z jine´ho u´hlu pohledu.
Obra´zek 34: Derivace funkce ϕ (x) je mensˇı´ nezˇ 1
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Obra´zek 35: Derivace funkce ϕ (x) je veˇtsˇı´ nezˇ 1
Toto tvrzenı´ lze velmi snadno obha´jit, protozˇe platı´: Je-li α korˇenem funkce f(x) v intervalu
(a, b) a je-li vsˇude v (a, b) splneˇna podmı´nka |ϕ′(x)| 5 q < 1, pak
|α− xn| = |ϕ(α)− ϕ(xn−1| = |(α− xn−1)ϕ′(c)| 5 |α− xn−1|,
kde bod c je prvkem intervalu (a, b). Existence tohoto bodu a platnost prˇedchozı´ho vztahu je
zarucˇena Veˇtou o strˇednı´ hodnoteˇ v prˇı´padeˇ, zˇe je funkce ϕ (x) na dane´m intervalu spojita´ a ma´
v kazˇde´m jeho bodeˇ derivaci.
Pozna´mka
Veˇta o strˇednı´ hodnoteˇ rˇı´ka´, zˇe pokud jsou splneˇny podmı´nky uvedene´ v prˇedchozı´m
odstavci, pak existuje bod c z intervalu 〈a, b〉 takovy´, zˇe tecˇna sestrojena´ v bodeˇ [c, ϕ (c)]
ke grafu funkce ϕ (x), ma´ totozˇnou smeˇrnici jako spojnice bodu˚ [a, ϕ (a)] a [b, ϕ (b)] viz
obr. 36. Tato veˇta patrˇı´ k za´kladnı´m kamenu˚m diferencia´lnı´ho pocˇtu a vyuzˇı´va´ se v ru˚zny´ch
modifikacı´ch naprˇı´klad jako pomu˚cka prˇi dokazova´nı´ neˇktery´ch matematicky´ch tvrzenı´.
Na za´kladeˇ uvedeny´ch faktu˚ pak po neˇkolikana´sobne´m pouzˇitı´ prˇedchozı´ho vztahu platı´
|α− xn−1||ϕ′(c)| 5 q|α− xn−1| 5 q2|α− xn−2| 5 · · · 5 qn|α− x0|.
Protozˇe q < 1, pak qn < 1 a posloupnost {xn}∞n=1 konverguje k bodu α. Jiny´mi slovy, pro velmi
velke´ n je bod xn velmi blı´zko bodu α.
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Obra´zek 36: Veˇta o strˇednı´ hodnoteˇ v realiteˇ
Prˇi rˇesˇenı´ te´to jednoduche´ u´lohy neovlivnˇovala volba pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ x0 konecˇny´ vy´sledek.
Funkce ϕ (x) meˇla pouze jediny´ spolecˇny´ bod s prˇı´mkou y = x. Pokud budeme rˇesˇit proble´m,
kdy rovnici prˇepı´sˇeme do takove´ho tvaru, zˇe funkce ϕ (x) bude mı´t s prˇı´mkou y = x dva





Tı´mto prˇepisem lze rˇesˇit rovnici x3−x = 0. Obra´zky 37 - 40 dokla´dajı´, jake´ potı´zˇe se mohou prˇi
ru˚zny´ch volba´ch pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ objevit. Posloupnost konverguje, ale k ru˚zny´m rˇesˇenı´m
v za´vislosti na volbeˇ pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ x0.
Obra´zek 37: Dva pru˚secˇı´ky
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Obra´zek 38: Volba pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ mu˚zˇe ovlivnit vy´sledek
Obra´zek 39: Dalsˇı´ uka´zka du˚lezˇitosti volby pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´
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Obra´zek 40: y = 3.3x(1− x)
Jak tedy zajistit, aby prˇi dane´ volbeˇ pocˇa´tecˇnı´ho prˇiblı´zˇenı´ x0 posloupnost zı´skana´ procesem
(20) konvergovala k rˇesˇenı´ lezˇı´cı´m v prˇedem dane´m intervale?
Nejprˇı´nosneˇjsˇı´ bude, vysveˇtlı´me-li tento proble´m na konkre´tnı´m prˇı´kladeˇ. Bude uzˇitecˇne´ postu-
povat na´sledujı´cı´m sledem kroku˚:
• Zvolme ϕ (x)
• Odhadneˇme interval, kde lezˇı´ pru˚secˇı´k grafu˚ funkcı´ ϕ (x) a y = x (existuje mnoho
zpu˚sobu˚, jak tento interval analyticky nale´zt, prˇedevsˇı´m, kdyzˇ funkce ϕ (x) je polyno-
micka´, ale v nasˇem kra´tke´m u´seku se omezı´me pouze na urcˇenı´ odhadu intervalu z gra-
ficke´ho na´cˇrtku).
• Platı´, zˇe funkce ϕ (x) zobrazuje interval 〈a, b〉 opeˇt do intervalu 〈a, b〉?
• Je vsˇude v intervale 〈a, b〉 splneˇna podmı´nka |ϕ′ (x) | < 1?
• Zvolme libovolneˇ x0 z intervalu 〈a, b〉 a pocˇı´tejme dle prˇedpisu
xn+1 = ϕ (xn) , (25)
tak dlouho, azˇ nalezneme rˇesˇenı´ s prˇedem udanou prˇesnostı´.
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Vyzkousˇejme si oveˇrˇova´nı´ prˇedchozı´ch podmı´nek na konkre´tnı´m prˇı´padeˇ. Ma´me za u´kol nale´zt
rˇesˇenı´ rovnice
2x− 7− log x = 0. (26)
Nabı´zı´ se velmi jednoduchy´ prˇepis rovnice (26) do tvaru
2x− 7 = log x,
ktery´ bude vhodny´ pro nalezenı´ odhadu intervalu, ve ktere´m lezˇı´ vsˇechny pru˚secˇı´ky grafu˚ funkcı´
y = 2x − 7 a y = log x. Na obr. 41 je videˇt, zˇe se jedna´ o dva intervaly: (0, 1〉, (bod 0 nenı´
prvkem definicˇnı´ho oboru funkce log x) a interval 〈3, 4〉.
Obra´zek 41: Odhad intervalu˚, kde lezˇı´ pru˚secˇı´ky funkcı´ y = log x a y = 2x− 7




(7 + log x). (27)
Oveˇrˇı´me splneˇnı´ vsˇech podmı´nek:
ϕ (3)
.
= 3, 73856 a ϕ (4) .= 3, 8010, tedy platı´, zˇe ϕ (x) zobrazuje interval 〈3, 4〉 opeˇt do in-
tervalu 〈3, 4〉, protozˇe dana´ funkce je zde spojita´ a monoto´nnı´, proto musı´ naby´vat funkcˇnı´ch
hodnot mezi teˇmito dveˇma hodnotami. Ma´me tedy zarucˇeno, zˇe posloupnost ”nevybeˇhne“ z






cozˇ je spojita´ funkce na intervalu 〈3, 4〉, vzˇdy kladna´, klesajı´cı´ a s hodnotami mensˇı´mi nezˇ jedna.
Tento fakt lze oveˇrˇit pouhy´m dosazenı´m bodu˚ x = 3 a x = 4, protozˇe funkce dana´ prˇedpisem
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(27) naby´va´ hodnot mezi teˇmito funkcˇnı´mi hodnotami. Zvolme nynı´ libovolny´ bod z intervalu
〈3, 4〉 nejle´pe mezi body 3, 73856 a 3, 8010 naprˇı´klad x = 3, 8 a pak pouzˇitı´m prˇedpisu
xn+1 = ϕ (xn) =
1
2
(7 + log xn),
zı´ska´me hodnotu rˇesˇenı´ α = 3, 7892 s prˇesnostı´ na cˇtyrˇi desetinna´ mı´sta.
Budeme-li postupovat obdobneˇ v prˇı´padeˇ druhe´ho intervalu (0, 1〉, narazı´me za´hy na proble´m.
Funkce ϕ (x) zobrazuje hodnoty z intervalu (0, 1〉 do intervalu 〈3, 4〉 a tudı´zˇ by posloupnost
zı´skana´ procesem xn+1 = ϕ (xn) = 12(7 + log xn) konvergovala k prvnı´mu nalezene´mu korˇenu.
Prˇı´klady
1. Nalezneˇte rˇesˇenı´ rovnice x2−cosx = 0 v intervalu (0, 1) s prˇesnostı´ na cˇtyrˇi desetinna´ mı´sta.
2. Nalezneˇte rˇesˇenı´ rovnice x2 − 3x = 0 s prˇesnostı´ na peˇt desetinny´ch mı´st.
3. Nalezneˇte rˇesˇenı´ rovnice x3 + x− 1000 = 0 v intervalu (9, 10) s prˇesnostı´ na cˇtyrˇi desetinna´
mı´sta.
Rˇesˇenı´
1. Funkce ϕ (x) =
√
cosx zobrazuje interval (0, 1) do intervalu (0, 1), rˇesˇenı´ α .= 0, 8241.
2. Funkceϕ (x) = −√3x zobrazuje interval (−1, 0) do intervalu (−1, 0), rˇesˇenı´ α .= −0, 68603.
3. Funkce ϕ (x) = (1000 − x)1/3 zobrazuje interval (9, 10) do intervalu (9, 10), rˇesˇenı´ α .=
9, 9666.
Pozna´mka
Pokud bychom volili funkci ϕ (x) ve tvaru ϕ (x) = f (x) g (x) + x, pak bychom zı´skali
naprˇı´klad v prˇı´padeˇ volby g (x) = −1/f ′ (x) metodu zna´mou jako Newtonovu nebo take´
Metodu tecˇen.
Shrnutı´. Tato kapitola velmi u´zce navazuje na kapitoly 2. a 4. Vlastnosti posloupnostı´ a funkcı´
uvedene´ ve 2. kapitole jsme vyuzˇili prˇi rˇesˇenı´ jednoduchy´ch u´loh pomocı´ iteracˇnı´ metody, cozˇ
je pro studenty zcela nove´ te´ma. Poznatky zı´skane´ v prˇedchozı´ kapitole lze vyuzˇı´t prˇi rˇesˇenı´
uvedeny´ch u´loh. Studovana´ problematika je soucˇasneˇ vhodna´ k vyuzˇitı´ prˇi prˇı´praveˇ vy´uky do
hodin informatiky. Studenti pak snadno mohou pochopit vy´znam termı´nu˚ jako jsou iterace,
prˇesnost, chyba cˇi konvergence. Informace o tomto te´matu lze nale´zt naprˇı´klad v [22].
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6 Modelova´nı´ dopravnı´ho proudu
Modelova´nı´ dopravy pomocı´ vy´pocˇetnı´ techniky prˇedstavuje pomeˇrneˇ novou oborovou dis-
ciplı´nu, ktera´ se do poveˇdomı´ sˇirsˇı´ odborne´ verˇejnosti u na´s dostala teprve v 80. letech 20.
stoletı´. Dopravnı´ modelova´nı´ a simulace se vyuzˇı´va´ prˇedevsˇı´m v dopravnı´m inzˇeny´rstvı´ a do-
pravnı´m pla´nova´nı´. Za´kladem dopravnı´ch modelu˚ je pro dane´ u´cˇely co nejveˇrneˇji modelovat
pohyby vozidel a jejich vza´jemne´ ovlivnˇova´nı´. Nelze vsˇak vytvorˇit jeden univerza´lnı´ model,
ktery´ by byl pouzˇitelny´ pro modelova´nı´ vsˇech situacı´. Hlavnı´mi krite´rii jsou rozsah modelovane´
sı´teˇ, mı´ra prˇiblı´zˇenı´ se rea´lne´mu stavu a zobrazenı´ detailu. Prˇi vytva´rˇenı´ dopravnı´ho modelu je
trˇeba vzı´t v u´vahu mnoho faktoru˚, ktere´ ovlivnˇujı´ realitu jako naprˇı´klad rˇidicˇi a jejich chova´nı´,
samotna´ vozidla a jejich chova´nı´, dopravnı´ sı´t’, prvky a syste´my rˇı´zenı´ dopravy nebo okolnı´
prostrˇedı´. Na za´kladeˇ teˇchto elementu˚, ktere´ vstupujı´ do modelovacı´ho procesu, mu˚zˇe pak mo-
del zahrnovat rˇadu prvku˚ vztahujı´cı´ch se ke slozˇiteˇjsˇı´m modelu˚m jako naprˇı´klad prˇedpovı´da´nı´
pocˇası´.
Modelova´nı´ dopravnı´ho proudu ma´ mnoho spolecˇny´ch rysu˚ s prˇedpovı´da´nı´m pocˇası´, jedna´ se o
komplexnı´ deˇje, ktere´ majı´ nelinea´rnı´ dynamicky´ charakter. Progno´zy pocˇası´ jsou zalozˇeny na
matematicke´m modelu a obecneˇ platı´, zˇe veˇtsˇı´ mnozˇstvı´ vstupnı´ch dat a vysˇsˇı´ vy´pocˇetnı´ vy´kon
mu˚zˇe mı´t za na´sledek take´ vysˇsˇı´ prˇesnost dosazˇene´ho vy´sledku. Za´vislost mezi mnozˇstvı´m
zpracovany´ch u´daju˚ a kvalitou vy´sledku vsˇak nenı´ v zˇa´dne´m prˇı´padeˇ linea´rnı´ a je zna´mou
skutecˇnostı´, zˇe nelinea´rnı´ dynamicke´ syste´my za´visle´ na vı´ce parametrech jsou neprˇedvı´datelne´
dokonce i co se ty´cˇe modelova´nı´ dopravnı´ho toku (viz [24]). Libovolneˇ mala´ zmeˇna vstupnı´ch
u´daju˚ totizˇ mu˚zˇe ve´st k naprosto odlisˇne´mu vy´sledku (viz 4. kapitola). Mezi dopravnı´m mode-
lova´nı´m a prˇedpoveˇd’mi pocˇası´ lze vsˇak postrˇehnout jeden velky´ rozdı´l, ktery´ spocˇı´va´ v tradici
teˇchto cˇinnostı´. Za´jem o prˇedpoveˇd’ pocˇası´ prova´zı´ lidstvo po celou historii, ale historie do-
pravnı´ho modelova´nı´ je samozrˇejmeˇ kratsˇı´, vozidla se vyra´beˇjı´ azˇ od zacˇa´tku dvaca´te´ho stoletı´,
a teprve komplikace s jejich mnozˇstvı´m na silnicı´ch spolecˇneˇ s budova´nı´m slozˇity´ch dopravnı´ch
sı´tı´ vedly ke snaze o studium deˇju˚ v dopravnı´m proudu (viz [3]). Matematicke´ modelova´nı´ do-
pravy se zacˇalo vy´razneˇ rozvı´jet po druhe´ sveˇtove´ va´lce a svoji u´lohu tu sehra´l take´ rozmach
vy´pocˇetnı´ techniky. Byly vytvorˇeny ru˚zne´ typy modelu˚ od mikroskopicke´ u´rovneˇ, prˇes u´rovenˇ
mezoskopickou azˇ po u´rovenˇ makroskopickou, pro veˇtsˇı´ informovanost lze odka´zat naprˇı´klad
na publikaci [12].
6.1 Hustota a tok vozidel
Pohyb vozidel na da´lnici mu˚zˇeme popsat na za´kladeˇ analogie s pohybem tekutiny - pohybem
cˇa´stic tekutiny. Tok vozidel na da´lnici lze z jiste´ho u´hlu pohledu a za dany´ch podmı´nek cha´pat
jako tok cˇa´stic tekutiny (naprˇ. prˇi pohledu na silnici z letadla). Je tedy nutne´ odlisˇovat po-
jem makroskopicke´ rychlosti jako rychlosti toku vozidel a mikroskopicke´ rychlosti jako rych-
losti jednotlivy´ch vozidel. Pohyb cˇa´stic tekutiny je ovlivnˇova´n pohybem okolnı´ch cˇa´stic, ovsˇem
jı´zda rˇidicˇe za´visı´ i na jiny´ch faktorech. Rˇidicˇ prˇizpu˚sobuje jı´zdu podle rozumove´ u´vahy situaci
prˇed sebou cˇi za sebou a vnı´ma´ dalsˇı´ faktory, ktere´ mohou rozhodnout o zmeˇneˇ jeho jı´zdy cˇi
rychlosti jeho jı´zdy. Cˇa´stice tekutiny se mu˚zˇe prˇi sve´m pohybu srazit s jinou cˇa´sticı´, rˇidicˇ vo-
zidla se sra´zˇce s jiny´m vozidlem samozrˇejmeˇ vyhy´ba´. Protozˇe vozidla budou v nasˇem modelu
prˇedstavovat jednotky, budeme prˇedpokla´dat, zˇe majı´ totozˇnou de´lku. Da´le prˇedpokla´dejme pro
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zjednodusˇenı´, zˇe provoz vozidel budeme sledovat pouze jednı´m smeˇrem. Pro urcˇenı´ pocˇtu vozi-
del na meˇrˇene´m u´seku za danou cˇasovou jednotku musı´me vzı´t v u´vahu jednak celkovou hustotu
vozidel a jejich rychlost [20]. Hustota vozidel na sledovane´m u´seku je pojem, ktery´ by si za-
sluhoval podrobneˇjsˇı´ho rozboru. Hustotu vozidel budeme definovat jako pomeˇr pocˇtu vozidel k





Je-li naprˇı´klad sledovany´ u´sek silnice dlouhy´ 1000 m a nacha´zı´-li se na cele´m u´seku 35 vozi-
del, je hustota vozidel rovna hodnoteˇ ρ = 0, 035. V prˇı´padeˇ, zˇe ρ = 0, je meˇrˇeny´ u´sek silnice
pra´zdny´. Je-li ρ = 1, bude se na silnici vyskytovat za´cpa. Hustotu vozidel budeme urcˇovat v
dane´m mı´steˇ x a v dane´m cˇase t, budeme ji zapisovat jako funkci dvou rea´lny´ch promeˇnny´ch
ve tvaru ρ = = ρ(x, t) = ρ(x(t)), kde promeˇnna´ x je za´visla´ na promeˇnne´ t.





Je-li da´na rychlost proudu vozidel, tedy rychlost, s jakou se posouva´ mı´sto s urcˇitou hustotou
provozu (je nutne´ odlisˇit od rychlosti jı´zdy jednotlivy´ch vozidel), pak lze definovat pojem toku
vozidel jako soucˇin hustoty vozidel a te´to rychlosti. Pokud zavedeme v textu jednotne´ oznacˇenı´
pro rychlost proudu vozidel symbolem v a pro tok vozidel symbolem ϕ, bude platit
ϕ(ρ) = vρ. (29)
V prˇı´padeˇ, zˇe se ve sledovane´m u´seku bude rychlost proudu vozidel meˇnit v za´vislosti na
podmı´nka´ch na silnici naprˇı´klad prˇi dopravnı´ nehodeˇ cˇi na za´kladeˇ prˇı´kazu omezene´ rychlosti
cˇi zmeˇny pohybu vozidel ovlivneˇne´ho sveˇtelnou signalizacı´, nemusı´ by´t tokova´ funkce linea´rnı´
funkcı´ ve tvaru (29) a mu˚zˇe za´viset i na jiny´ch faktorech.
6.2 Charakteristika silnicˇnı´ho provozu
Co v praxi znamena´ plynuly´ provoz, omezeny´ provoz cˇi dopravnı´ za´cpa?
Popisˇme, v jaky´ch souvislostech se tyto pojmy odlisˇujı´. Prˇedpokla´dejme, zˇe kazˇde´ vozidlo ma´
de´lku 4,5 m a prˇi jı´zdeˇ za sebou dodrzˇujı´ rˇidicˇi bezpecˇnostnı´ vzda´lenost, tedy cˇasovy´ odstup dveˇ
sekundy. Pravidlo dvou sekund prˇedstavuje tuto situaci: Jakmile se prˇi jı´zdeˇ vozidlem zameˇrˇı´me
na jisty´ pevny´ bod u vozovky naprˇ. strom cˇi patnı´k a od okamzˇiku, kdy tento bod mine vozi-
dlo prˇed va´mi, odpocˇı´ta´me dveˇ sekundy. Pokud ke stejne´mu bodu dorazı´me drˇı´ve nezˇ za dveˇ
sekundy, nenı´ rˇı´zene´ vozidlo v bezpecˇne´ vzda´lenosti od vozidla prˇed nı´m.V prˇı´padeˇ, zˇe vozidla
jedou rychlostı´ 90 km/h, jedna´ se o vzda´lenost prˇiblizˇneˇ 50 m viz obr. 42. Na u´seku dlouhe´m
1000 m se tedy v dane´m cˇase vyskytuje maxima´lneˇ 18 vozidel.
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Obra´zek 42: Plynuly´ provoz
Mu˚zˇeme pak rozezna´vat na´sledujı´cı´ situace:
• Pocˇı´ta´me-li, zˇe mezi vozidly je vzda´lenost 50 m, pak se na u´seku silnice dlouhe´m 1000 m
mu˚zˇe neomezeneˇ pohybovat 0 - 18 vozidel. Velikost toku vozidel bude maxima´lnı´, jestlizˇe
se vozidla v jı´zdeˇ navza´jem neomezujı´. Maxima´lnı´ tok vozidel tedy bude prˇedstavovat
1620 vozidel za 1 hodinu. Cˇı´m je v tomto prˇı´padeˇ hustota veˇtsˇı´, tı´m je tok veˇtsˇı´. V praxi
se pak mluvı´ o plynule´m provozu.
• Pokud se na stejne´m u´seku silnice bude pohybovat veˇtsˇı´ mnozˇstvı´ vozidel tj. v rozmezı´
19 azˇ 100 vozidel, pak se kazˇde´ vozidlo nacha´zı´ na volne´m u´seku dlouhe´m minima´lneˇ 10
m viz obr. 43. V tomto prˇı´padeˇ jizˇ musı´ rˇidicˇi veˇnovat pozornost situaci prˇed a za rˇı´zeny´m
vozidlem a adekva´tneˇ reagovat na prˇı´padne´ zmeˇny. Rychlost vozidel se bude v jisty´ch
u´secı´ch silnice meˇnit a provoz se mu˚zˇe strˇı´daveˇ zhusˇt’ovat cˇi zrˇed’ovat. Cˇı´m je pak hustota
provozu veˇtsˇı´, tı´m je tok vozidel mensˇı´. Dopravnı´ provoz pak by´va´ charakterizova´n jako
omezeny´.
Obra´zek 43: Omezeny´ provoz
• Je-li na sledovane´m u´seku vozovky vı´ce nezˇ 100 vozidel, pak je rˇidicˇ nucen popojı´zˇdeˇt a
zastavovat a docha´zı´ k loka´lnı´ za´cpeˇ. Pokud je na vozovce rozmı´steˇno jizˇ prˇiblizˇneˇ 200
vozidel, docha´zı´ ke globa´lnı´ za´cpeˇ, na dane´m u´seku vsˇechna vozidla stojı´ a tok vozidel je
nulovy´ viz obr. 44.
Na tomto mı´steˇ ma´ smysl zmı´nit pojem kapacity silnice, ktery´ prˇedstavuje maxima´lnı´




Za´vislost toku silnicˇnı´ho provozu na hustoteˇ vozidel pak lze graficky zna´zornit zjednodusˇeneˇ
tı´mto zpu˚sobem viz obr. 45.
Obra´zek 45: Za´vislost toku vozidel na hustoteˇ vozidel
Na za´kladeˇ zkusˇenostı´ mu˚zˇeme shrnout fakta ty´kajı´cı´ se vlastnostı´ funkce toku vozidel
• zˇa´dne´ vozidlo na vozovce prˇedstavuje nulovy´ tok vozidel
• tok vozidel je funkce s neza´porny´mi hodnotami a je omezena´
• existuje hustota vozidel takova´, zˇe se tok vozidel zastavı´
• existuje hustota takova´, zˇe je pro ni tok vozidel maxima´lnı´, oznacˇme ji ρmax
Abychom mohli uve´st na´zorne´ prˇı´klady z praxe, bylo by vhodne´ rozumneˇ definovat konkre´tnı´
podobu funkce toku vozidel. Prˇedpokla´dejme, zˇe maxima´lnı´ rychlost je pro vsˇechna vozidla
shodna´, oznacˇme ji vmax. Budeme vynecha´vat u´vahy o neˇktery´ch psychologicky´ch aspektech
prˇi jı´zdeˇ v rˇadeˇ naprˇı´klad ma´-li prˇed sebou rˇidicˇ vozidlo daleko, zacˇne zrychlovat jı´zdu [7]. Na
za´kladeˇ empiricky´ch zkusˇenostı´ z praxe lze prˇedpokla´dat, zˇe pokud je vozovka pra´zdna´, tedy
ρ = 0, pak se mu˚zˇe vozidlo pohybovat maxima´lnı´ rychlostı´ v = vmax. Je-li naopak vozovka
plna´, docha´zı´ k dopravnı´ za´cpeˇ (ρ = ρmax) a vozidla se zastavı´, tedy v = 0. Tyto vlastnosti ma´
naprˇı´klad funkce ve tvaru
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v(ρ) = vmax(1− ρ
ρmax
). (30)
Potom tokovou funkci mu˚zˇeme prˇedstavit v podobeˇ
ϕ(ρ) = ρv(ρ) = ρvmax(1− ρ
ρmax
) = ρvmax − ρ2 vmax
ρmax
. (31)
Stanovı´me-li derivaci funkce ϕ(ρ), pak budeme schopni urcˇit hodnotu maxima´lnı´ho toku [13].
Platı´:
ϕ′(ρ) = vmax − 2ρvmax
ρmax
. (32)
Tato funkce ma´ nulovy´ bod v bodeˇ ρ =
ρmax
2
, ktery´ oznacˇuje hodnotu maxima´lnı´ho toku viz
obr. 46.
Obra´zek 46: Maximum tokove´ funkce
Jestlizˇe tento vy´sledek aplikujeme na prˇedchozı´ prˇı´klad, bude mı´t tokova´ funkce maxima´lnı´
hodnotu prˇi hustoteˇ rovne´ 100 aut na 1 km, pak zacˇne jejı´ hodnota klesat azˇ se dosa´hne stavu
za´cpy pro hodnotu hustoty vozidel rovne´ 200 vozidel na 1 km viz obr. 47.
Obra´zek 47: Maximum tokove´ funkce
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Pokud bychom zada´nı´ pu˚vodnı´ho prˇı´kladu obmeˇnili a zvolili model pohybu vozidel po da´lnici,
pak prˇi volbeˇ vmax =130 km/h by maxima´lnı´ hodnota toku vozidel nastala pro hodnotu ρ =110
vozidel na 1 km a 220 vozidel na 1 km da´lnice by prˇedstavoval stav za´cpy.
6.3 Makroskopicky´ model dopravnı´ho toku
Sledujme v dane´m cˇasove´m intervalu u´sek silnice, na ktere´ se pohybujı´ vozidla konstantnı´ rych-
lostı´ v. Hustota vozidel ρ je v dane´m u´seku a cˇase zada´na. Za´kladnı´ u´vaha se bude opı´rat o fakt,
zˇe zmeˇna pocˇtu vozidel na meˇrˇene´m u´seku za udanou cˇasovou jednotku odpovı´da´ rozdı´lu mezi
pocˇtem vozu˚, ktere´ do uvazˇovane´ho u´seku vjedou a vyjedou. Urcˇı´me pocˇet vozidel v cˇase t = 0
a v cˇase t = t0, jejich rozdı´l bude prˇedstavovat zmeˇnu hustoty vozidel zjisˇteˇnou v cˇase t0 a
spocˇteme vozidla, ktera´ za cˇas t0 do meˇrˇene´ho u´seku rychlostı´ v vjedou a soucˇasneˇ z neˇj vyje-
dou.
Prˇı´klad
Budeme uvazˇovat u´sek da´lnice dlouhy´ 10 km a prˇedpokla´dejme, zˇe se vozidla v tomto u´seku
pohybujı´ konstantnı´ rychlostı´ 100 km/h a zˇe na pocˇa´tku pozorova´nı´ se na da´lnici vyskytuje 100
vozidel. Za 1 minutu vjede do sledovane´ho u´seku 10 vozidel a vyjede 20 vozidel. Hustota vo-
zidel se tedy musı´ o 10 vozidel snı´zˇit. Zmeˇna pocˇtu vozidel za 1 minutu na sledovane´m u´seku
je rovna 10. Poneˇvadzˇ rychlost vozidel je konstantnı´, stacˇı´ mı´sto zmeˇny tokove´ funkce v dane´m
u´seku uvazˇovat zmeˇnu hustoty vyna´sobenou rychlostı´ v.
Oznacˇı´me-li zmeˇnu hustoty v uvazˇovane´m cˇase ∆tρ a zmeˇnu tokove´ funkce v dane´m u´seku
v∆xρ, kde x bude prˇedstavovat promeˇnnou popisujı´cı´ polohu vozidla na da´lnici, pak dle prˇedcho-
zı´ u´vahy platı´
∆tρ+ v∆xρ = 0.
Tuto za´vislost lze za jisty´ch prˇedpokladu˚ prˇepsat do podoby parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnice 1.
rˇa´du [19] ve tvaru
ρt + vρx = 0 (33)
Rovnici (33) lze zjednodusˇeneˇ slovneˇ vysveˇtlit takto: Pokud je da´n jisty´ cˇasovy´ interval a jisty´
u´sek vozovky, pak zmeˇna hustoty vozidel vzhledem k dane´mu cˇasove´mu rozmezı´ je totozˇna´
se zmeˇnou tokove´ funkce meˇrˇene´ na uvazˇovane´m u´seku - neboli s rozdı´lem toku˚ na konci a
zacˇa´tku u´seku. V prˇı´padeˇ, zˇe tokova´ funkce ϕ = ϕ(ρ) nenı´ zada´na v linea´rnı´m tvaru, prˇecha´zı´
rovnice (33) do tvaru
ρt + ϕx = 0. (34)
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Pozna´mka
Toto je zna´ma´ obecneˇjsˇı´ formulace odvozena´ Lighthillem, Whithamem a Richardsem [7] z






ρ(x, t)dx] = ϕ(x1, t)− ϕ(x2, t). (35)
Rovnice (35) vyjadrˇuje vztah mezi zmeˇnou hodnoty hustoty vozidel v u´seku meˇrˇene´m od
mı´sta x1 do mı´sta x2 za cˇasovou jednotku t a rozdı´lem tokove´ funkce zmeˇrˇene´ v mı´steˇ x1 a
x2 (opeˇt rozdı´l mezi pocˇtem vozidel, ktere´ do meˇrˇene´ho u´seku vjedou a vyjedou v cˇase t).
Rovnici (35) pak mu˚zˇeme za jisty´ch prˇedpokladu˚ prˇepsat na´sledovneˇ
ρt + [ϕ(ρ)]x = 0. (36)
Integra´lnı´ formulace (35) je obecneˇjsˇı´ nezˇ formulace pomocı´ diferencia´lnı´ rovnice (36) a
vycha´zı´ z nı´ tzv. metoda konecˇny´ch objemu˚. Tato metoda umozˇnˇuje rˇesˇit proble´m (36) i pro
vstupnı´ data, ktera´ mohou by´t zada´na v obecneˇjsˇı´m tvaru. Podrobneˇjsˇı´ vy´klad nalezneme
naprˇ. v [7], [8], [19].
Konkre´tnı´ rˇesˇenı´ dane´ u´lohy budeme moci urcˇit, jakmile budeme zna´t rozlozˇenı´ hustoty vozidel
v jiste´m mı´steˇ a cˇase. Nejcˇasteˇjsˇı´ a nejprˇirozeneˇjsˇı´ volbou podmı´nek by´va´ pocˇa´tecˇnı´ rozlozˇenı´
hustoty vozidel, tedy popis situace na zacˇa´tku sledovane´ho deˇje, oznacˇme tuto funkci za´pisem
ρ(x, 0) = ρ0(x).
U´loha ve tvaru
ρt + [ϕ(ρ)]x = 0
ρ(x, 0) = ρ0(x)
se nazy´va´ pocˇa´tecˇnı´ u´loha (Cauchyho u´loha).
6.4 Charakteristiky
Jednı´m ze zpu˚sobu˚ popisu rˇesˇenı´ u´lohy je cesta graficke´ho zna´zorneˇnı´ pomocı´ tzv. charakteris-
tik [13]. Rovnice (33) s pocˇa´tecˇnı´ podmı´nkou ρ(x, 0) = ρ0(x) ma´ jednoduchy´ tvar, a proto lze
jejı´ rˇesˇenı´ snadno stanovit. Hledana´ funkce ρ promeˇnne´ x a t > 0 ma´ tvar
ρ(x, t) = ρ0(x− vt). (37)
Toto tvrzenı´ lze jednodusˇe oveˇrˇit dosazenı´m:
[ρ0(x− vt)]t + v[ρ0(x− vt)]x = −vρ0(x− vt) + vρ0(x− vt) = 0.
Body na prˇı´mka´ch se smeˇrnicı´ rovnou v ve tvaru
x− vt = konst
majı´ spolecˇnou vlastnost. Funkce ρ je v bodech vsˇech prˇı´mek se smeˇrnicı´ v konstantnı´. Jiny´mi
slovy hodnota hustoty zadane´ pocˇa´tecˇnı´ podmı´nkou je v cˇase prˇena´sˇena po prˇı´mce se smeˇrnicı´
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rovnou v. Prˇedpokla´dejme, zˇe pru˚secˇı´k te´to prˇı´mky s osou t oznacˇı´me t0. Tyto prˇı´mky, na
nichzˇ je hodnota hustoty konstantnı´, se nazy´vajı´ charakteristicke´ prˇı´mky nebo charakteristiky
prˇı´slusˇne´ k dane´ u´loze. Zakreslit charakteristiky je celkem snadne´ a pomocı´ vy´sledne´ho gra-
ficke´ho zna´zorneˇnı´ pak mu˚zˇeme zı´skat prˇedstavu o rˇesˇenı´ dane´ u´lohy v prˇedem urcˇene´m cˇase
a mı´steˇ. Jestlizˇe je potrˇeba z jiste´ho du˚vodu zna´zornit charakteristiky v (x, t)-rovineˇ, pak stacˇı´
sestrojit k pu˚vodnı´m prˇı´mka´m jejich inverznı´ funkce. Charakteristiky pak budou mı´t smeˇrnice
rovne´ reciproke´ hodnoteˇ pu˚vodnı´ smeˇrnice 1
v
(funkce x = kt ma´ inverznı´ funkci s prˇedpisem
x = t/k a grafy teˇchto prˇı´mek jsou soumeˇrne´ podle osy 1. a 3. kvadrantu). Tento obojı´ postup
prˇi zna´zornˇova´nı´ charakteristik budeme vyuzˇı´vat, du˚vod objasnı´me pozdeˇji v textu.
Vy´znam charakteristik zu˚sta´va´ nezmeˇneˇn i v prˇı´padeˇ, kdy rˇesˇı´me nelinea´rnı´ u´lohu (36). Charak-
teristiku pak definujeme jako prˇı´mku se smeˇrnicı´ rovnou ϕ′(ρ0), je nutne´ tedy pro kazˇdou cha-
rakteristiku smeˇrnici stanovit pomocı´ pocˇa´tecˇnı´ podmı´nky. Charakteristicka´ prˇı´mka se smeˇrnicı´
rovnou hodnoteˇ ϕ′(ρ0) pak protı´na´ osu t v bodeˇ t = t0 a ma´ rovnici
x = t0 + ϕ
′(ρ0)t. (38)
Dosazenı´m lze jednodusˇe oveˇrˇit, zˇe funkce ve tvaru
ρ (x, t) = ρ0 (x− ϕ′(ρ)t)
splnˇuje rovnici (38). Na te´to prˇı´mce je hodnota rˇesˇenı´ ρ(x, t) rovna´ odpovı´dajı´cı´ hodnoteˇ pocˇa´tecˇnı´






Uved’me prˇı´klady neˇktery´ch jednoduchy´ch situacı´ [4]:
1. Vozidla se rovnomeˇrneˇ prˇemist’ujı´ sta´lou rychlostı´, hustota provozu se nemeˇnı´ viz obr. 48.
Obra´zek 48: Konstantnı´ hustota provozu
2. Vozidla se nepohybujı´, stojı´ v koloneˇ, jedna´ se o prˇı´klad zna´zornˇujı´cı´ za´cpu viz obr. 49.
Obra´zek 49: Za´cpa
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3. Vozidla se postupneˇ rozjı´zˇdeˇjı´, jejich hustota se snizˇuje (hodnoty smeˇrnic charakteristik
se zmensˇujı´) viz obr. 50.
Obra´zek 50: Vozidla se rozjı´zˇdeˇjı´
4. Vozidla postupneˇ zpomalujı´, zveˇtsˇuje se jejich hustota (hodnoty smeˇrnic charakteristik se
zveˇtsˇujı´) azˇ dojde k za´cpeˇ viz obr. 51.
Obra´zek 51: Vozidla se zpomalujı´
Kombinacı´ vsˇech uvedeny´ch prˇı´kladu˚ je pak mozˇne´ popisovat komplikovaneˇjsˇı´ situace jako pro-
voz na sveˇtelny´ch krˇizˇovatka´ch cˇi provoz na u´secı´ch s omezeny´mi rychlostmi. Abychom mohli
rˇesˇit prˇı´pady se slozˇiteˇjsˇı´mi pocˇa´tecˇnı´mi podmı´nkami, bylo by vhodne´ zastavit se u prˇı´padu˚
uvedeny´ch v prˇı´kladech 3. a 4.
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Necht’ je da´na nelinea´rnı´ u´loha ve tvaru
ρt + [vρ]x = 0
ρ(x, 0) = ρ0(x)
s pocˇa´tecˇnı´ podmı´nkou ve tvaru skoku
ρ0(x) =
{
ρp, x ≥ 0
ρl, x < 0
kde ρp a ρl jsou dana´ neza´porna´ cˇı´sla a rychlost v nemusı´ by´t konstantnı´. Vy´sˇe popsana´ u´loha
se nazy´va´ Riemannu˚v proble´m. V te´to cˇa´sti budeme tedy prˇipousˇteˇt i mozˇnost existence nespo-
jity´ch rˇesˇenı´.
Mohou nastat dveˇ rozdı´lne´ situace:
1. prˇı´pad ρl < ρp
Za´vislost hustoty na poloze je pak zna´zorneˇna na obr. 52.
Obra´zek 52: ρl < ρp
Charakteristiky pro hodnotu ρl zna´zornı´me cˇervenou barvou a charakteristiky pro hodnotu ρp
zakreslı´me modrou barvou viz obr. 53 a obr. 54.
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Obra´zek 53: ρl < ρp
Obra´zek 54: ρl < ρp
Z obra´zku˚ je patrne´, zˇe v u´seku mezi cˇervenou a modrou oblastı´ tedy oblastı´ definovanou ne-
rovnostı´ ρlt < x < ρpt charakteristiky ”chybı´”. Dokreslı´me-li do pra´zdne´ho klı´nu prˇı´mky
(kvu˚li odlisˇenı´ zelenou barvou) se smeˇrnicemi s hodnotami mezi ρl a ρp, podarˇı´ se pak tı´mto
zpu˚sobem spojiteˇ doplnit informaci o prˇena´sˇene´ hodnoteˇ hustoty v oblasti skoku viz obr. 55.
Funkce ρ (x, t) = ρ0 (x− ϕ′(ρ)t) s takto urcˇeny´mi charakteristikami take´ splnˇuje diferencia´lnı´
rovnici (7). Rˇesˇenı´ odpovı´da´ prˇirozene´ prˇedstaveˇ, zˇe docha´zı´ k postupne´mu rozjı´zˇdeˇnı´ vozidel
a zrˇed’ova´nı´ prˇechodove´ vlny (vy´jezd vozidel z parkovisˇteˇ, rozjı´zˇdeˇnı´ kolony). Na obr. 56 a 57
je zna´zorneˇna za´vislost hustoty vozidel na mı´steˇ v cˇase t = 0 a v cˇase t = t1.
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Obra´zek 55: Doplneˇnı´ charakteristik
Obra´zek 56: Za´vislost hustoty na mı´steˇ v cˇase t = 0
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Obra´zek 57: Za´vislost hustoty na mı´steˇ v cˇase t = t1
2. prˇı´pad ρl > ρp
Za´vislost hustoty na mı´steˇ je pak zakreslena na na obr. 58. Situaci zna´zornı´me obdobny´m
zpu˚sobem viz obr. 59 a 60.
Obra´zek 58: ρl > ρp
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Obra´zek 59: ρl > ρp
Obra´zek 60: ρl > ρp
Z obra´zku˚ je snadno rozpoznatelne´, zˇe se charakteristiky krˇı´zˇı´, cozˇ znamena´, zˇe v libovolne´m
cˇase t > 0 nejsme schopni urcˇit jednoznacˇnou hodnotu hustoty. V tomto prˇı´padeˇ dojde ke
vzniku ra´zove´ vlny - vlny sˇı´rˇenı´ nespojitosti. Ra´zova´ vlna je fyzika´lnı´ jev, prˇi neˇmzˇ se dany´m
prostrˇedı´m sˇı´rˇı´ vzruch v podobeˇ skokove´ zmeˇny fyzika´lnı´ch velicˇin popisujı´cı´ch stav prostrˇedı´.
Nosicˇem ra´zove´ vlny mu˚zˇe by´t hmotne´ prostrˇedı´ (tuhe´, kapalne´ nebo plynne´), nebo naprˇı´klad
elektromagneticke´ pole. Pro blizˇsˇı´ prˇedstavu o vy´znamu tohoto pojmu lze zmı´nit naprˇ. tlakovou
ra´zovou vlnu, ktera´ vznika´ prˇi explozivnı´ch deˇjı´ch: prˇi elektricke´m vy´boji v kapalineˇ, vy´buchu
apod. Zdrojem tlakove´ ra´zove´ vlny jsou da´le objekty prˇekona´vajı´cı´ maxima´lnı´ rychlost sˇı´rˇenı´
vzruchu v dane´m prostrˇedı´ naprˇı´klad prˇi nadzvukove´ rychlosti pohybu letadla nebo konce bicˇe.
Pru˚chod dostatecˇneˇ silne´ ra´zove´ vlny mu˚zˇe dokonce zmeˇnit vlastnosti samotne´ho prostrˇedı´ -
meˇnit skupenstvı´ nebo strukturu materia´lu, jı´mzˇ vlna procha´zı´. Ra´zova´ vlna mu˚zˇe take´ vyvolat
chemicke´ reakce v dane´m me´diu. V dopravnı´m provozu lze sledovat ra´zovou vlnu naprˇı´klad v
prˇı´padeˇ, kdy vozidla dojı´zˇdeˇjı´ danou konstantnı´ rychlostı´ kolonu stojı´cı´ch vozidel.
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Velmi du˚lezˇitou informacı´ prˇi popisu jevu˚ v dopraveˇ je pak rychlost sˇı´rˇenı´ ra´zove´ vlny, ktera´ je
da´na tzv. Rankinovou-Hugoniotovou podmı´nkou ve tvaru
s =
ϕ(ρl)− ϕ(ρp)
ρl − ρp . (39)
Odvozenı´ te´to podmı´nky prˇesahuje ra´mec tohoto textu, ale pokud by se student zajı´mal o tuto
problematiku, lze doporucˇit nalistovat prˇı´slusˇne´ stra´nky naprˇı´klad v [8], [19]. Je zde nutne´
prˇipomenout rozdı´l mezi rychlostı´, jı´mzˇ se na u´seku pohybuje skupina vozidel a rychlostı´ vlny,
ra´zova´ vlna nemusı´ souviset se za´cpou na vozovce nebo na´hly´m rozjezdem nebo zastavenı´m
vozidel, jde o nespojitost v hustoteˇ provozu.
Obra´zek 61: Rychlost sˇı´rˇenı´ ra´zove´ vlny
Obra´zek 62: Rychlost sˇı´rˇenı´ ra´zove´ vlny
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Obra´zek 63: Skok v cˇase t = t1
Na obra´zcı´ch 61 a 62 je zna´zorneˇna prˇechodova´ linie a na obr. 63 je zakreslena poloha skoku v
cˇase t = t1. Graficke´ zna´zorneˇnı´ proble´mu se bude samozrˇejmeˇ lisˇit v za´vislosti na volbeˇ tvaru
tokove´ funkce.
Prˇı´klady
Zna´zorneˇte graficky pomocı´ charakteristik na´sledujı´cı´ situace. Sledovany´ u´sek meˇrˇı´ 1 km, v
prvnı´m meˇrˇene´m u´seku je zjisˇteˇna hustota vozidel v hodnoteˇ ρ1 a ve druhe´m u´seku, ktery´
je meˇrˇen od bodu B, ma´ hustota vozidel hodnotu ρ2. Nacˇrtneˇte rˇesˇenı´ dane´ situace v (x, t)-
syste´mu sourˇadnic a bod B umı´steˇte ve vzda´lenosti 100 m v kladne´ cˇa´sti osy x.
1. ρ1 = 0, 021, ρ2 = 0, 2, vmax = 14m/s
2. ρ1 = 0, 021, vmax = 14m/s ρ2 = 0, 046, vmax = 8, 3m/s
3. ρ1 = 0, 2, ρ2 = 0, 046, vmax = 8, 3m/s
Rˇesˇenı´
1. Hustota ρ1 = 0, 021 prˇedstavuje 21 vozidel na 1 km a vozidla se pohybujı´ zadanou rychlostı´
vmax = 14m/s, cozˇ je 50km/h. Hustota ρ2 = 0, 2 znamena´ 200 vozidel na 1 km nebo-li za´cpu,
vozidla majı´ nulovou rychlost. Jedna´ se tedy o 1. popisovany´ prˇı´pad, kdy ρl < ρp viz obr. 51.
Je trˇeba spocˇı´tat hodnoty smeˇrnic charakteristik odpovı´dajı´cı´m zadany´m hustota´m ρ1 a ρ2, cozˇ
prˇedstavuje dle (38) urcˇit hodnoty ϕ′(ρl) a ϕ′(ρ2). Dosadı´me zadane´ hodnoty do vztahu (32):
ϕ′(ρ) = vmax − 2ρvmax
ρmax





Vypocˇteme rychlost sˇı´rˇenı´ ra´zove´ vlny:
s =
ϕ(ρ2)− ϕ(ρ1)
ρ2 − ρ1 =
0− 0, 26
0, 2− 0, 021
.
= −1, 47,
Vy´sledny´ graficky´ za´znam charakteristik ukazuje obra´zek 64.
Obra´zek 64: Charakteristiky pro prˇı´klad 1.
2. Druhy´ prˇı´klad je podobny´ prvnı´mu, ale rychlost ve druhe´m u´seku cˇinı´ 8, 3m/s = 30km/h.
Ve druhe´ cˇa´sti u´seku budou mı´t charakteristiky smeˇrnice rovne´ hodnoteˇ
ϕ′(ρ) = vmax − 2ρvmax
ρmax
= 8, 3− 2.0, 046.8, 3
0, 2
.
= 4, 5. (41)
Smeˇrnice charakteristik, ktere´ doplnı´me do klı´nu jako zelene´ prˇı´mky viz obr. 55, budou mı´t hod-
noty postupneˇ mezi hodnotami od 11 do 4,5. Hodnoty smeˇrnic charakteristik v (t, x)- syste´mu
sourˇadnic majı´ prˇevra´cene´ hodnoty vypocˇı´tany´ch smeˇrnic, tedy 1/11 .= 0, 09 a 1/4, 5 .= 0, 22.
Vy´sledek graficke´ho zna´zorneˇnı´ charakteristik by nebyl prˇı´lisˇ cˇitelny´, proto zakreslı´me opeˇt
charakteristiky do (x, t) - syste´mu sourˇadnic viz obr. 65. Toto je du˚vod, procˇ prˇedstavujeme
zna´zorneˇnı´ charakteristik v obou sourˇadnicovy´ch syste´mech (t, x) a (x, t).
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Obra´zek 65: Charakteristiky pro prˇı´klad 2.
3. V poslednı´m prˇı´kladeˇ se jedna´ o prˇı´pad, kdy se vozidla ze za´cpy rozjı´zˇdeˇjı´ na maxima´lnı´
rychlost rovnou 8, 3m/s = 30km/h, tedy druhou popisovanou alternativu ρl > ρp viz obr. 50.
Situaci zna´zornı´me s vyuzˇitı´m prˇedchozı´ch vy´pocˇtu˚ jizˇ snadno viz obr. 66.
Obra´zek 66: Charakteristiky pro prˇı´klad 3.
6.5 Modelovy´ prˇı´klad
Pocˇa´tecˇnı´ podmı´nka mu˚zˇe by´t zada´na ve slozˇiteˇjsˇı´m tvaru, kde se mohou vyskytnout kombinace
vsˇech popisovany´ch uda´lostı´. Proved’me podrobnou analy´zu jedne´ z nejcˇasteˇjsˇı´ch situacı´ na
nasˇich silnicı´ch [21]. Uvazˇujme cˇa´st vozovky, ktera´ se v cˇase t = 0 skla´da´ z neˇkolika u´seku˚.
V u´vodnı´m u´seku vozovky dlouhe´m 500 m je zada´na pocˇa´tecˇnı´ hustota vozidel hodnotou ρ1
(cˇervena´ cˇa´ra), da´le na´sleduje stometrovy´ u´sek zakoncˇeny´ semaforem, kde je hustota ρ2 vozidel
vy´razneˇ veˇtsˇı´ a je zakreslena modrou barvou. V tomto u´seku jizˇ stojı´ kolona vozidel a cˇeka´ prˇed
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semaforem, kde svı´tı´ cˇervena´ barva. V cˇase t = 0 se v mı´steˇ polohy na semaforu rozsvı´tı´ zelene´
sveˇtlo a vozidla se zacˇnou plynule rozjı´zˇdeˇt, jejich provoz se postupneˇ usta´lı´ a je omezen pouze
maxima´lnı´ danou hranicı´ rychlosti s hustotou rovnou ρ3 viz obr. 67.
Obra´zek 67: Pocˇa´tecˇnı´ podmı´nka
Zna´zornı´me-li vybranou skupinu odpovı´dajı´cı´ch charakteristik a urcˇı´me pomocı´ Rankinovy-
Hugoniotovy podmı´nky prˇı´mky, po nichzˇ se sˇı´rˇı´ jednotlive´ nespojitosti, zı´ska´me podrobny´
prˇehled o situaci na sledovane´ vozovce v za´vislosti na meˇnı´cı´m se cˇase. Nejdrˇı´ve zna´zornı´me
charakteristiky se smeˇrnicemi rovny´miϕ′(ρ1) cˇervenou barvou. Prˇı´mky musı´ mı´t kladnou smeˇrnici,
protozˇe funkce toku je konka´vnı´ a ρ1 < ρs, a proto platı´ ϕ′(ρ1) > 0. Modre´ charakteris-
tiky budou mı´t naopak za´porne´ smeˇrnice, protozˇe tok vozidel se v te´to cˇa´sti musı´ snizˇovat cˇili
ϕ′(ρ2) < 0. Docha´zı´ ke vzniku ra´zove´ vlny, a proto je trˇeba urcˇit rychlost jejı´ho sˇı´rˇenı´, ktery´ je
s pomocı´ Rankinovy-Hugoniotovy podmı´nky da´n na´sledovneˇ
s =
ϕ(ρ2)− ϕ(ρ1)
ρ2 − ρ1 ,
cozˇ je vzˇdy za´porne´ cˇı´slo. Vlna brzdı´cı´ch vozidel prˇijı´zˇdeˇjı´cı´ch k zo´neˇ zacˇı´najicı´ mı´stem xzelena´,
bude postupovat smeˇrem zpeˇt. V dobeˇ, kdy se rozsvı´tı´ zelene´ sveˇtlo v mı´steˇ semafor, se ko-
lona vozidel zacˇne rozjı´zˇdeˇt. Protozˇe ρs < ρ3, doplnı´me v pra´zdne´m u´seku charakteristiky
se smeˇrnicemi mezi hodnotami ϕ′(ρ2) a ϕ′(ρ3) > 0. Nynı´ je nutne´ postupneˇ urcˇit smeˇry,
ktery´mi se bude skok hustoty mezi cˇervenou a zelenou oblastı´ sˇı´rˇit. Opeˇt lze pouzˇı´t Rankinovy-
Hugoniotovy podmı´nky a dosta´va´me
s =
ϕ(ρzelena´)− ϕ(ρ1)
ρzelena´ − ρ1 ,
kde ρzelena´ je hodnota hustot prˇena´sˇeny´ch zeleny´mi charakteristikami. Ocˇeka´va´me, zˇe prˇechodova´
funkce bude chvı´li ze zacˇa´tku klesat, protozˇe nezˇ se signa´l rozjezdu dostane k poslednı´m rˇidicˇu˚m,
ubeˇhne jisty´ cˇasovy´ u´sek. Po neˇjake´m cˇasove´m momentu se bude hodnota tokove´ funkce zvysˇovat
a hustota se bude snizˇovat. Tento trend bude pokracˇovat i po dosazˇenı´ mı´sta, kde vozidla nabı´rajı´





ρ3 − ρ1 ,
kde s musı´ mı´t kladnou hodnotu, protozˇe dı´ky zadany´m podmı´nka´m je cˇitatel i jmenovatel
zlomku kladny´.
6.6 Pocˇa´tecˇnı´ podmı´nky
Sledovany´ u´sek komunikace o de´lce 1000 m je rozdeˇlen na trˇi cˇa´sti: 0 m – 500 m s maxima´lnı´
rychlostı´ 50 km/h, vozidla zde dodrzˇujı´ bezpecˇnostnı´ vzda´lenost 2 s, 500 m – 600 m s maxima´lnı´
hustotou vozidel simulujı´cı´ kolonu prˇed semaforem (maxima´lnı´ rychlost 0 km/h) a u´sek 600 m−
−1000 m s maxima´lnı´ rychlostı´ 30 km/h. Pocˇa´tecˇnı´ podmı´nka je zada´na v 1. u´seku hodnotou
ρ1 = 0,021 vozidel/m (cˇervena´ barva), ve 2. u´seku ρ2 = 0,2 vozidel/m (modra´ barva) a v
poslednı´m u´seku je pocˇa´tecˇnı´ hodnota hustoty da´na hodnotou ρ3 = 0,046 vozidel/m (cˇerna´
barva) viz obr. 68. V cˇase t = 0 s se na semaforu rozsvı´tı´ zelena´ barva a vozidla se zacˇnou
rozjı´zˇdeˇt. Pro formulaci tohoto proble´mu jsme za´meˇrneˇ vyuzˇili data z prˇedchozı´ch prˇı´kladu˚.
Obra´zek 68: Pocˇa´tecˇnı´ podmı´nka
6.7 Graficke´ vy´sledky
V prvnı´ cˇa´sti vyrˇesˇı´me danou pocˇa´tecˇnı´ u´lohu pomocı´ charakteristik, tedy z makroskopicke´ho
u´hlu pohledu. Zpracujeme vesˇkere´ informace dane´ pocˇa´tecˇnı´mi podmı´nkami dle postupu uve-
dene´ho v prˇedchozı´ cˇa´sti. Zakreslı´me-li vsˇechny odpovı´dajı´cı´ charakteristiky a urcˇı´me-li po-
mocı´ Rankine-Hugoniotovy podmı´nky rychlosti, jimizˇ se sˇı´rˇı´ jednotlive´ nespojitosti, pak zı´ska´me
podrobny´ prˇehled o situaci na sledovane´ vozovce v za´vislosti na meˇnı´cı´m se cˇase viz obr. 69.
Zpu˚sob vy´pocˇtu a hodnoty smeˇrnic charakteristik budeme kopı´rovat z prˇı´kladu˚ uvedeny´ch vy´sˇe.
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Obra´zek 69: Vy´sledne´ zna´zorneˇnı´ charakteristik
Z grafu lze urcˇit prˇiblizˇne´ hodnoty cˇasu a mı´sta, ve ktere´m docha´zı´ ke zmeˇna´m v toku do-
pravnı´ho proudu. V mı´steˇ, kde se protı´na´ cˇervena´ charakteristika se zelenou charakteristikou
prˇena´sˇejı´cı´ v soucˇtu hodnotu hustoty prˇiblizˇneˇ rovnou 0,2 vozidel/m, je smeˇrnice prˇechodove´
linie rovna´ nule (k tomuto stavu docha´zı´ prˇiblizˇneˇ v cˇase 180 s v mı´steˇ prˇiblizˇneˇ 160 m od
startu). V cˇase zhruba 360 s jizˇ vozidla nejsou omezova´na a mohou volneˇ projı´zˇdeˇt kolem se-
maforu. Mapu vsˇech charakteristik danou grafem na obr. 69 bylo nutne´ sta´hnout ve sve´ sˇı´rˇce,
protozˇe by ji nebylo mozˇne´ ve vhodne´m meˇrˇı´tku umı´stit do textu. Proto sklony charakteristik
zcela prˇesneˇ neodpovı´dajı´ realiteˇ, ale vystihujı´ podstatu proble´mu. Na na´sledujı´cı´ch grafech obr.
70, 71, 72 a 73 je zna´zorneˇna za´vislost hustoty na mı´steˇ ve vybrany´ch cˇasovy´ch okamzˇicı´ch,
grafy prˇehledneˇ ukazujı´, jak se situace na vozovce v pru˚beˇhu dane´ho cˇasove´ho okamzˇiku meˇnı´.
Obra´zek 70: t = 10s
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Obra´zek 71: t = 120s
Obra´zek 72: t = 200s
Obra´zek 73: t = 400s
Shrnutı´. Tato kapitola prezentuje studentu˚m zcela nove´ te´ma. V u´vodu se prˇipomı´najı´ po-
jmy zna´me´ z beˇzˇne´ho zˇivota jako jsou plynuly´ provoz, dopravnı´ za´cpa, tokova´ funkce atd., ktere´
71
jsou potrˇebne´ k tomu, aby bylo mozˇne´ charakterizovat dopravnı´ provoz. Pouzˇitı´ makrosko-
picke´ho prˇı´stupu k modelova´nı´ dane´ dopravnı´ situace se mu˚zˇe sta´t novou a prˇı´nosnou soucˇa´stı´
vy´uky. Da´le jsou studenti sezna´meni s postupem, jak popsat za´vislost hustoty dopravnı´ho pro-
vozu na cˇase pomocı´ parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnice a jak lze tuto rovnici rˇesˇit. Je zde velmi
podrobneˇ popsa´na metoda charakteristik s vyuzˇitı´m rˇady konkre´tnı´ch prˇı´kladu˚. Vsˇechna jme-
novana´ te´mata jsou pro studenty velkou novinkou a soucˇasneˇ se zde nabı´zı´ zpu˚sob, jak spojit
teorii s praxı´. K dalsˇı´mu studiu lze doporucˇit naprˇ. [13] nebo [20].
7 Simulacˇnı´ model
7.1 Popis modelu
Druhy´ zkoumany´ a uzˇity´ prˇı´stup k na´vrhu modelu dopravnı´ho toku a rˇesˇenı´ parcia´lnı´ dife-
rencia´lnı´ rovnice ma´ multiagentnı´ charakter [15], [16]. Chova´nı´ skupiny vozidel bude mode-
lova´no jako agregace - celkovy´ souhrn chova´nı´ jednotlivy´ch vozidel. I zde je nutne´ vyuzˇı´t urcˇita´
data popisujı´cı´ syste´m jako celek, je vsˇak mozˇne´ individua´lneˇ modelovat chova´nı´ kazˇde´ho vo-
zidla. Prˇi modelova´nı´ pohybu jednotlivy´ch vozidel nebude pro popis syste´mu nutna´ znalost
vy´sˇe studovany´ch parcia´lnı´ch diferencia´lnı´ch rovnic a pra´ce s nimi. Globa´lnı´mi parametry jsou
v tomto prˇı´padeˇ povolena´ rychlost v jednotlivy´ch u´secı´ch a frekvence vy´skytu vozidel, ktera´
byla nastavena na pevnou hodnotu 1 vozidlo za 3 s. Dalsˇı´m globa´lnı´m parametrem je pak de´lka
vozidla stanovena´ na 4,5 m a minima´lnı´ vzda´lenost od vozidla bezprostrˇedneˇ prˇed vozidlem
zkoumany´m stanovena´ na 0,5 m. Vy´sˇe uvedena´ frekvence vy´skytu vozidel tak odpovı´da´ hus-
toteˇ 0,021 vozidel/m prˇi maxima´lnı´ rychlosti 50 km/h. Tyto pocˇa´tecˇnı´ podmı´nky byly zvoleny
tak, aby odpovı´daly pocˇa´tecˇnı´m podmı´nka´m spojeny´ch s prˇedchozı´ rˇesˇenou u´lohou, abychom
mohli zı´skane´ vy´sledky v za´veˇru porovnat a vyhodnotit.
Konceptua´lnı´ model u´lohy vycha´zı´ z modelova´nı´ vozidla jako samostatne´ho agenta - jednot-
livce s vlastnı´mi daty a chova´nı´m a jeho umı´steˇnı´ do prostrˇedı´ sledovane´ho u´seku komunikace.
Po sve´m vstupu do prostrˇedı´ je agent inicializova´n a umı´steˇn na pozici danou bud’ vstupnı´mi
podmı´nkami nebo (pro cˇas t > 0) na pocˇa´tek modelovane´ho u´seku (x = 0 m). Agent si take´
prˇi sve´ inicializaci ukla´da´ informaci o agentovi bezprostrˇedneˇ prˇed nı´m, aby jej mohl kontakto-
vat prˇi zjisˇt’ova´nı´ vza´jemne´ polohy a vzda´lenosti mezi vozidly. Prˇi inicializaci je take´ nastaven
cı´lovy´ bod, do ktere´ho se agent ma´ dostat, tedy konec modelovane´ho u´seku. Dalsˇı´ chova´nı´
agenta je modelova´no pomocı´ stavovy´ch diagramu˚ a jeho hlavnı´ cˇinnostı´ je pohyb po mode-
lovane´m u´seku komunikace, prˇicˇemzˇ v pravidelny´ch intervalech (v modelu je pouzˇito 0,05 s
modelove´ho cˇasu) agent kontroluje svou vzda´lenost od vozidla (agenta) prˇed nı´m. Prˇi te´to kon-
trole je za´sadnı´, zda tato vzda´lenost nenı´ mensˇı´, nezˇ vzda´lenost bezpecˇna´ pro danou rychlost,
ktera´ (vyja´drˇena´ v cˇase) cˇinı´ 2 s. Pokud je vzda´lenost mensˇı´, agent na tento stav reaguje u´pravou
sve´ rychlosti tak, aby vzda´lenost bylo mozˇne´ povazˇovat opeˇt za bezpecˇnou. Pokud je vzda´lenost
mezi vozidly dostatecˇna´, agent nastavı´ svou rychlost na maxima´lnı´ povolenou hodnotu v dane´m
u´seku. V prˇı´padeˇ, zˇe na semaforu naskocˇı´ cˇervena´, je bod na trase, kde se semafor nacha´zı´,
povazˇova´n za prˇeka´zˇku. Reakce na tuto prˇeka´zˇku je shodna´ s reakcı´ na vprˇedu jedoucı´ vozidlo s
nulovou rychlostı´. Du˚sledkem je opeˇt postupne´ snizˇova´nı´ rychlosti ve vy´sˇe popsany´ch krocı´ch
azˇ k jejı´ nulove´ hodnoteˇ.
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7.2 Software AnyLogic
Pro zpracova´nı´ dat a vyrˇesˇenı´ nastavene´ u´lohy byl vybra´n software AnyLogic (viz [2]), ktery´ byl
vypracova´n a v soucˇasnosti je neusta´le rozvı´jen pro aplikaci v mnoha oblastech lidske´ cˇinnosti.
Spolecˇnost AnyLogic Company poskytuje simulacˇnı´ na´stroje, technologie a konzultacˇnı´ sluzˇby
pro podnikove´ aplikace. Jazyk AnyLogic ma´ velkou flexibilitu a umozˇnˇuje zachytit slozˇitost
a ru˚znorodost ve vy´voji rozlicˇny´ch dynamicky´ch syste´mu˚. Pra´ce s tı´mto produktem je pro
uzˇivatele po kra´tke´m sezna´menı´ s jeho ovla´da´nı´m pomeˇrneˇ jednoducha´ a konecˇny´ vy´stup vy´sledku˚
je velmi na´zorny´. Software AnyLogic je snadno dosazˇitelny´, prˇı´stupna´ verze se oznacˇuje jako
PLE - personal learning edition. Je urcˇena jen pro osobnı´ potrˇebu cˇi vy´uku a tı´mto zpu˚sobem
je take´ nutne´ vy´stupy interpretovat. Multiagentnı´ simulaci lze vyuzˇı´t v mnoha oblastech jako
naprˇı´klad
• biologie - populacˇnı´ dynamika, chova´nı´ spolecˇenstvı´ hmyzu cˇi zvı´rˇecı´ch komunit, chova´nı´
buneˇk
• ekonomie - logistika, vy´robnı´ procesy, spotrˇebnı´ trh, pojisˇt’ovnictvı´, financˇnı´ trhy, ob-
chodnı´ strategie
• infrastruktura - dopravnı´ provoz a sveˇtelna´ signalizace na krˇizˇovatka´ch
• spolecˇenske´ veˇdy - modely sˇı´rˇenı´ informacı´, organizacˇnı´ sı´teˇ
• arma´da
7.3 Graficke´ vy´sledky
V prˇı´padeˇ druhe´ho multiagentnı´ho prˇı´stupu se vy´sledny´ graf konstruoval na´sledovneˇ. Pocˇa´tecˇnı´
podmı´nka byla nastavena tak, zˇe ve vsˇech trˇech u´secı´ch bylo vygenerova´no a rozmı´steˇno pra´veˇ
tolik agentu˚, kolik by odpovı´dalo maxima´lnı´ rychlosti v u´seku. Cˇas t0 = 0 modelove´ho cˇasu byl
nastaven pro okamzˇik, kdy na semaforu umı´steˇne´m v mı´steˇ vzda´lene´m 600 m od pocˇa´tku (prˇed
kolonou ve druhe´m u´seku komunikace) naskocˇı´ zelena´. Vy´sledky provedene´ simulace byly vi-
zualizova´ny ve dvou rovina´ch. Prvnı´m vy´stupem je tak graf v syste´mu sourˇadnic (t, x), uka-
zujı´cı´ polohu kazˇde´ho z agentu˚ v konkre´tnı´m cˇase (obr. 74) a jeho aktua´lnı´ rychlost (smeˇrnice
u´secˇky v dane´m bodeˇ). Na tomto grafu je velmi dobrˇe viditelny´ prˇechodovy´ deˇj, ktery´ probeˇhne
prˇi rozjezdu kolony ve druhe´m u´seku. Hustota cˇar ve svisle´m smeˇru zde ukazuje na hustotu vo-
zidel na cele´ komunikaci v zadane´m cˇase, ve vodorovne´m smeˇru pak mu˚zˇeme sledovat cˇasovy´
vy´voj deˇje v konkre´tnı´m mı´steˇ (vy´voj rychlosti vozidel v tomto mı´steˇ). Graf byl aktualizova´n
s frekvencı´ 7 s. V leve´ cˇa´sti obra´zku je pro na´zornost zobrazena schematicky cela´ trasa s po-
lohou vozidel. Z grafu je mozˇne´ odecˇı´st neˇkolik klı´cˇovy´ch hodnot. Prˇedneˇ je mozˇne´ sledovat
proces rozjı´zˇdeˇnı´ kolony stojı´cı´ prˇed semaforem. Z grafu lze odhadnout, zˇe poslednı´ vozidla se
rozjela teprve prˇiblizˇneˇ 120 s po zmeˇneˇ barvy semaforu na zelenou. Zpomalenı´ vozidel vsˇak
pokracˇovalo i nada´le a nejhorsˇı´ situace nastala v cˇase t = 200 s, kdy se zacˇa´tek omezenı´ rych-
losti vozidel posunul do mı´sta x = 165 m od pocˇa´tku sledovane´ho u´seku. Prˇechodovy´ deˇj pak
odezneˇl v cˇase t = 432 s, prˇicˇemzˇ nada´le se jizˇ projevila pouze snı´zˇena´ rychlost v poslednı´m
u´seku sledovane´ trasy [17].
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Obra´zek 74: Poloha vozidel a jejich aktua´lnı´ rychlost
Pro veˇtsˇı´ na´zornost uvedene´ho deˇje byl vytvorˇen take´ 3D graf uvedeny´ na obr. 75. Ten zna´zornˇuje
vy´voj zmeˇny rychlosti v cˇase pro kazˇde´ vozidlo. Za´porne´ hodnoty diference rychlosti (zpoma-
lenı´) jsou uvedeny cˇerveneˇ se sytostı´ odpovı´dajı´cı´ intenziteˇ uvedene´ho jevu, naopak prˇi zrych-
lenı´ jsou pouzˇity odstı´ny zelene´. Okamzˇiky a mı´sta s malou zmeˇnou rychlosti jsou v odstı´nech
modre´. Z grafu je dobrˇe patrne´ i trvale´ snı´zˇenı´ rychlosti na zacˇa´tku poslednı´ho u´seku sledovane´
trasy po odezneˇnı´ prˇechodove´ho deˇje.
Obra´zek 75: 3D graf
Shrnutı´. Tato kapitola nabı´zı´ dalsˇı´ pohled na modelova´nı´ dopravnı´ho provozu z mikrosko-
picke´ho u´hlu pohledu. Modelova´nı´ je zde prˇedstaveno pomocı´ simulacˇnı´ho programu AnyLo-
gic, ktery´ je pro potrˇeby vy´uky volneˇ dostupny´ a pra´ce s tı´mto softwarem je zajı´mava´ a za´bavna´.
Je fakt, zˇe naucˇit se s tı´mto produktem vyzˇaduje v u´vodu jiste´ u´silı´ a cˇas, ale pak je mozˇne´
simulovat rˇadu ru˚znorody´ch procesu˚ naprˇ. dopravnı´ch nebo logisticky´ch. Graficky´ vy´stup je
velmi na´zorny´ a pro studenty, kterˇı´ se chteˇjı´ veˇnovat programova´nı´, mu˚zˇe by´t take´ prˇı´nosny´m.
Za´veˇrecˇne´ srovna´nı´ vy´sledku˚ obou metod - makroskopicke´ a mikroskopicke´ prˇi rˇesˇenı´ totozˇne´
u´lohy pak prˇina´sˇı´ studentu˚m dalsˇı´ poznatky.
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8 Numericke´ rˇesˇenı´
V te´to cˇa´sti pra´ce budeme veˇnovat pozornost rˇesˇenı´ parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnice (33) s pocˇa´tecˇ-
nı´ podmı´nkou ve tvaru ρ(x, 0) = ρ0(x) pomocı´ numericky´ch metod. Jedna´ se o rozdı´lny´
prˇı´stup k rˇesˇenı´ dane´ho proble´mu, rˇesˇenı´ budeme konstruovat na jine´ ba´zi, nezˇ tomu bylo v
prˇedcha´zejı´cı´ch dvou kapitola´ch. Cˇa´st numericke´ matematiky, ktera´ se touto problematikou
zaby´va´, je velmi rozsa´hla´, proto se zameˇrˇı´me pouze na neˇktere´ vybrane´ u´seky.
8.1 Diference
Diferencˇnı´ metody jsou zalozˇeny na tom, zˇe k aproximacı´m derivacı´ vyskytujı´cı´ch se v rˇesˇene´
rovnici vyuzˇı´vajı´ tzv. ”diferencı´“. Tento prˇı´stup v u´vodu prˇedpokla´da´, zˇe interval, na ktere´m
hleda´me rˇesˇenı´, rozdeˇlı´me na dany´ pocˇet N podintervalu˚. Budeme zde uvazˇovat, zˇe vsˇechny
podintervaly majı´ totozˇne´ de´lky. Oznacˇme (j + 1)–nı´ bod deˇlenı´ symbolem xj , j = 1, . . . , N
a vzda´lenost mezi sousednı´mi uzly symbolem ∆x, pak platı´ xj = j∆x. Obdobny´m zpu˚sobem
zavedeme konstantnı´ deˇlenı´ cˇasove´ho intervalu s cˇasovy´m krokem ∆t = tn+1 − tn, kde n je
cele´ cˇı´slo a platı´ tn = n∆t. Budeme prˇedpokla´dat, zˇe hodnota ∆t∆x je konstantnı´. Aproximaci
prˇesne´ho rˇesˇenı´ ρ(xj, tn) v bodeˇ xj a v cˇase tn oznacˇenou symbolem ρnj budeme zapisovat
pomocı´ symbolu Rnj . Zna´zornı´me-li trojici sousednı´ch bodu˚ xj−1, xj a xj+1 jako na obr. 76,
Obra´zek 76: Typy diferencı´
pak lze popsat hlavnı´ mysˇlenku aproximace hledane´ho rˇesˇenı´ pomocı´ diference trˇemi ru˚zny´mi















Vztah (42) se nazy´va´ zpeˇtna´ diference, vzorec (43) doprˇedna´ diference. Odecˇtenı´m vztahu˚ (43)
od (42) zı´ska´me vzorec (44) tzv. centra´lnı´ diferenci [6]. Jak je patrne´ z obr. 76, jedna´ se o







tami na spojnici bodu˚ ρnj−1 a ρ
n
j (na obr. 76 body u´secˇky zakreslene´ modrou barvou). Jedna´
se o aproximaci derivace ve smyslu u´vah popsany´ch v cˇa´sti 2.3 opı´rajı´cı´ch se o Heineho veˇtu.
Prˇesna´ hodnota se od aproximovane´ hodnoty lisˇı´ o chybu, kterou lze urcˇit na za´kladeˇ postupu
vyuzˇı´vajı´cı´ Taylorovy veˇty.
Pozna´mka
Necht’ je da´na spojita´ funkce f(x). Za jisty´ch prˇedpokladu˚ o funkci f(x) platny´ch v
okolı´ bodu a lze tuto funkci vyja´drˇit ve tvaru mocninne´ rˇady. Toto vyja´drˇenı´ funkce
prostrˇednictvı´m mocninne´ rˇady se nazy´va´ Tayloru˚v rozvoj funkce f(x) v bodeˇ a a mocninna´
rˇada je zna´ma´ pod na´zvem Taylorova rˇada. Pro prˇiblizˇne´ vyja´drˇenı´ hodnot funkce nenı´ nutne´
vyjadrˇovat vsˇechny cˇleny Taylorovy rˇady, ale mu˚zˇeme zanedbat cˇleny s vysˇsˇı´mi derivacemi.
Zı´ska´me tı´m tzv. Tayloru˚v polynom. Tayloru˚v polynom tedy aproximuje hodnoty funkce,
ktera´ ma´ v dane´m bodeˇ derivaci, pomocı´ polynomu, jehozˇ koeficienty za´visı´ na derivacı´ch
funkce v tomto bodeˇ. V prˇı´padeˇ existence vsˇech konecˇny´ch derivacı´ funkce f(x) v bodeˇ a
lze Taylorovu rˇadu zapsat jako
f(x) = f(a) +
f ′(a)
1!
(x− a) + f
′′(a)
2!
(x− a)2 + f
′′′(a)
3!
(x− a)3 + · · ·
Rozvoj funkce f(x), ktera´ ma´ v okolı´ bodu a konecˇne´ derivace do (n + 1)-nı´ho rˇa´du, lze v


















Jiny´mi slovy: Chyba, ktere´ se dopustı´me, jestlizˇe funkci f(x) za dany´ch prˇedpokladu˚ na-





(x−a)2 + f ′′′(a)
3!
(x−a)3 + · · ·+ f (n)(a)
n!
(x−a)n, ma´
po vydeˇlenı´ funkcı´ xn+1 limitu pro n → ∞ rovnou 0. Funkce Qf,an+1(x) prˇedstavuje chybu,







kde c je bod z okolı´ bodu a. Taylorovu veˇtu lze vyuzˇı´t jako na´stroj na konstrukci ru˚zny´ch
pomeˇrny´ch diferencı´ a take´ ke studiu toho, jak aproximujı´ prˇı´slusˇnou derivaci.
Da´le definujme vektor Rn jako vektor se slozˇkami Rnj , j = ...,−2,−1, 0, 1, 2, ... viz obr. 77.
Obra´zek 77: Diskretizace hledane´ funkce
Stejny´m zpu˚sobem lze nahradit i derivace funkce ρnj podle promeˇnne´ t. S vyuzˇitı´m kombinacı´
uvedeny´ch typu˚ aproximacı´ derivacı´ - diferencı´ lze zı´skat celou rˇadu numericky´ch sche´mat.
Abychom ale skutecˇneˇ zı´skali proces, ktery´ povede k vytcˇene´mu cı´li, je potrˇeba kontrolovat
neˇktere´ kroky, aby byla konkre´tnı´ numericka´ metoda efektivneˇ pouzˇitelna´. K teˇmto du˚lezˇity´m
cˇa´stem kontrolnı´ cˇinnosti patrˇı´ i na´sledujı´cı´ proces.
Jak jsme nastı´nili vy´sˇe, nasˇı´m cı´lem bude konstruovat aproximaci rˇesˇenı´ zadane´ u´lohy tı´m
zpu˚sobem, zˇe vyuzˇijeme znalostı´ informacı´ z prˇedchozı´ch kroku˚ a z hodnot ve dvou sou-
sednı´ch bodech budeme ”skla´dat“ jisty´m postupem cı´lovou funkci tak, aby splnˇovala rovnici
ρt + vρx = 0 s pocˇa´tecˇnı´ podmı´nkou ρ(x, t) = ρ0(x− vt). Hleda´me linea´rnı´ kombinaci hodnot
uzlu˚ ρnj a ρ
n






kde k1 a k2 jsou rea´lne´ konstanty, ktere´ budou svou volbou urcˇovat typ konkre´tnı´ metody. Navı´c
budou tyto konstanty neza´porne´, aby byla zı´skana´ aproximace vy´sledkem operacı´ se skutecˇny´mi
daty. Prˇedstavme si, zˇe hledane´ rˇesˇenı´ mu˚zˇe by´t i konstantnı´ funkcı´, tudı´zˇ ρ(x, t) = ρ. Pak je
splneˇna rovnost ve tvaru
ρ = k1ρ+ k2ρ,
odtud na za´kladeˇ prˇedchozı´ch u´vah plyne
ρ = (k1 + k2)ρ⇒ k1 + k2 = 1.
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Zvolme k1 = α a k2 = 1 − α, kde α je rea´lne´ cˇı´slo, pro ktere´ platı´ α ≤ 1. Tato podmı´nka
na zvoleny´ parametr α bude mı´t prˇi formulaci konkre´tnı´ numericke´ metody velky´ vy´znam.
Zmı´neˇna´ linea´rnı´ kombinace dvou bodu˚ by´va´ oznacˇova´na termı´nem konvexnı´, (pokud do u´vahy
zahrneme krajnı´ body u´secˇky ρnj a ρ
n
j−1, budeme pocˇı´tat i s vnitrˇnı´mi body te´to u´secˇky).
8.2 Diferencˇnı´ metody
Necht’ je da´n interval 〈a, b〉 a jeho rozdeˇlenı´ tak, jak jsme popsali v u´vodu, kdy xj, j = 0, ..., N ,
prˇicˇemzˇ x0 = a, xN = b. Da´le polozˇme xj = j∆x. Obdobny´m zpu˚sobem zavedeme konstantnı´
deˇlenı´ cˇasove´ho intervalu s cˇasovy´m krokem ∆t = tn+1−tn, kde n je cele´ cˇı´slo a platı´ tn = n∆t
pro t. Prˇedpokla´dejme, zˇe hodnota ∆t
∆x
je konstantnı´. Prˇipomı´na´me, zˇe rˇesˇı´me u´lohu
ρt + ϕx = 0,
kde ϕx = vρx, v > 0, s pocˇa´tecˇnı´ podmı´nkou ve tvaru
ρx(0) = ρ0.
Aproximace prˇesne´ho rˇesˇenı´ v bodeˇ xj a v cˇase tn oznacˇenou symbolem ρnj budeme zapiso-
vat pomocı´ symbolu Rnj . Prˇepisˇme parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnici tı´m, zˇe nahradı´me prˇı´slusˇne´














Vy´sˇe popsana´ numericka´ metoda se nazy´va´ metoda upwind. Na´zev tohoto typu aproximace
odpovı´da´ zpu˚sobu, jaky´m je prostorova´ diskretizace volena a to tak, zˇe se pro vy´pocˇet berou v
u´vahu hodnoty proti smeˇru pohybu (v prˇı´padeˇ v > 0). Hodnotu Rn+1j jsme zı´skali jako linea´rnı´
kombinaci hodnot Rnj a R
n
j−1 a aby metoda pracovala ve smyslu nasˇı´ u´vahy v prˇedchozı´m





Poneˇvadzˇ hodnota konstanty v je pevneˇ da´na a rozdeˇlenı´ intervalu pomocı´ deˇlı´cı´ho kroku ∆x
rovneˇzˇ, bude nutne´ volit velikost cˇasove´ho kroku ∆t tak, aby byla podmı´nka (48) splneˇna. Tato
podmı´nka zı´skala pojmenova´nı´ Courantova-Friedrichsova-Lewyho podmı´nka (zkra´ceneˇ CFL
podmı´nka) a bude hra´t jistou roli prˇi posuzova´nı´ vlastnostı´ metody.




prˇepsat parcia´lnı´ diferencia´lnı´ rovnici ρt + ϕx = 0 takto




























Uka´zˇeme, jak lze vyuzˇı´t te´to metody pro rˇesˇenı´ nasˇeho konkre´tnı´ho modelove´ho prˇı´kladu za-
dane´ho v cˇa´sti 4.6. Zvolı´me-li tokovou funkci ϕ ve tvaru
ϕ(ρ) = vmaxρ(1− ρ
ρmax
),
















Za´kladnı´ ideu, na ktere´ jsou postaveny postupy v (47) nebo (51) lze obecneˇ popsat na´sledovneˇ.
Oznacˇı´me-li symbolem ρnj−1 resp. ρ
n
j aproximaci hodnoty prˇesne´ho rˇesˇenı´ v bodeˇ xj−1 resp.
v bodeˇ xj v cˇase tn prˇedstavenou symbolem ρnj−1 resp. ρ
n
j , pak ρ
n
j−1∆x je hustota vozidel v
(j − 1)−nı´m u´seku, ρnj ∆x je hustota vozidel v j-te´m u´seku a konecˇneˇ ρn+1j ∆x prˇedstavuje
zmeˇnu hustoty vozidel za cˇas ∆t. Potom dle u´vah viz (36) platı´
ρn+1j ∆x = ρ
n
j ∆x−∆t(vρnj − vρnj−1),
kde vρnj −vρnj−1 je prˇı´slusˇny´ rozdı´l hodnot tokovy´ch funkcı´. Te´ma veˇnovane´ aproximacı´m dane´
funkce a jejı´ch derivacı´ vy´razneˇ prˇesahuje ra´mec pla´novane´ho obsahu pra´ce a vyzˇadovalo by
podrobneˇjsˇı´ analy´zy.
8.3 Konvergence numericke´ metody
U´speˇsˇnost pouzˇitı´ popsane´ metody zarucˇuje Laxova veˇta, ktera´ tvrdı´, zˇe kazˇda´ konzistentnı´
linea´rnı´ metoda je konvergentnı´ pra´veˇ tehdy, kdyzˇ je stabilnı´ [2]. Stabilita metody zarucˇuje, zˇe
chyby, ktere´ mu˚zˇou prova´zet vstupnı´ data u´lohy, jsou beˇhem vy´pocˇtu omezene´. Stabilita mu˚zˇe









Tato podmı´nka je v sestrojene´m algoritmu testem kontrolova´na. Konzistence metody s danou di-
ferencia´lnı´ rovnicı´ charakterizuje vlastnost, kdy prˇı´slusˇne´ diferencˇnı´ sche´ma je v prˇı´padeˇ ∆t→
0 totozˇne´ s danou diferencia´lnı´ rovnicı´. Pojem konvergence prˇiblizˇne´ho rˇesˇenı´ k prˇesne´mu
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rˇesˇenı´ pro ∆t → 0 a pro ∆x → 0 prˇedstavuje tu vlastnost, zˇe zı´skane´ rˇesˇenı´ lze libovolneˇ
zprˇesnˇovat tı´m, zˇe zmensˇujeme velikost cˇasove´ho kroku [6].
8.4 Graficke´ vy´sledky
Na´sledujı´cı´ obra´zky ukazujı´ za´vislost hustoty vozidel prˇepocˇtenou na 1 km vozovky v prˇedem
vybrany´ch cˇasech, data jsme zı´skali s pouzˇitı´m Laxovy-Friedrichsovy metody. Maxima´lnı´ rych-
lost vmax byla modelovou situacı´ da´na hodnotou 14 m/s a maxima´lnı´ hustota ρmax = 0,2 vozidel
na 1 m vozovky.
Ilustrativnı´ pru˚beˇh hustoty pode´l cele´ho sledovane´ho u´seku v konkre´tnı´ch cˇasovy´ch okamzˇicı´ch
lze zna´zornit i z druhe´ho u´hlu pohledu - mikroskopicke´ho opeˇt s vyuzˇitı´m programu AnyLo-
gic [16]. Hodnota hustoty je v simulacˇnı´m multiagentnı´m modelu zjisˇt’ova´na ze vzda´lenosti
vozidel mezi sebou. Ta je na´sledneˇ prˇepocˇtena na pocˇet vozidel na jednotku vzda´lenosti a je
prˇirˇazeno mı´sto na trase, ve ktere´m se nacha´zı´ zadnı´ z vozidel, mezi ktery´mi byla zmeˇrˇena
prˇı´slusˇna´ vzda´lenost. Rˇesˇeny´ prˇechodovy´ jev je mozˇne´ pozorovat i v rovineˇ (x, ρ), tedy sle-
dova´nı´m hodnot hustoty vozidel v prostoru a konkre´tnı´m cˇase. Ilustrativnı´ pru˚beˇhy te´to hustoty
pode´l cele´ho sledovane´ho u´seku v konkre´tnı´ch cˇasovy´ch okamzˇicı´ch jsou na obr. 78, 79, 80,
81, 82. V obra´zcı´ch je rovneˇzˇ vynesena krˇivka absolutnı´ch hodnot diferencı´ mezi hodnotami
zjisˇteˇny´mi makromodelem a simulacı´. Nevy´hoda te´to metodiky vy´pocˇtu je patrna´ na pru˚beˇhu
hustoty pro cˇas t = 432 s, kde jejı´m vlivem docha´zı´ k deformaci pru˚beˇhu. Na zmı´neˇny´ch grafech
vidı´me pru˚beˇh hustoty vozidel v neˇkolika zvoleny´ch okamzˇicı´ch. Prvnı´m je cˇas t = 0 s, kdy se
v podstateˇ jedna´ o zobrazenı´ vstupnı´ podmı´nky a naskakuje zelena´ na semaforu. Da´le je zazna-
mena´n stav v cˇase t = 120 s, kdy prˇechodovy´ jev jizˇ probı´ha´. Dalsˇı´ snı´mek hustoty byl porˇı´zen
pro modelovy´ cˇas t = 200 s, kdy prˇechodovy´ jev vrcholı´. Na´sleduje snı´mek pro t = 326 s, kdy
jev jizˇ zacˇı´na´ ustupovat a poslednı´ snı´mek je pro cˇas t = 432 s, kdy prˇechodovy´ jev jizˇ odezneˇl.
Obra´zek 78: t = 0s
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Obra´zek 79: t = 120s
Obra´zek 80: t = 200s
Obra´zek 81: t = 326s
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Obra´zek 82: t = 432s
Hlavnı´m cı´lem te´to cˇa´sti pra´ce bylo porovna´nı´ dvou prˇı´stupu˚ k popisu dynamiky dopravnı´ho
toku prˇi dany´ch pocˇa´tecˇnı´ch podmı´nka´ch. Vy´stupy jsou pak prezentova´ny v graficke´ podobeˇ.
Za´veˇrem bylo provedeno porovna´nı´ absolutnı´ch odchylek hodnot hustoty zı´skane´ s vyuzˇitı´m
obou modelu˚ vynesene´ do grafu˚ pro konkre´tnı´ okamzˇiky modelove´ho cˇasu. Z u´daju˚ plyne, zˇe
nejveˇtsˇı´ rozdı´ly byly shleda´ny v cˇasech t = 0 s a t = 432 s, cozˇ je da´no prˇedevsˇı´m pouzˇitou
metodou simulace a vy´pocˇtem hustoty vozidel v mikromodelu. Za´veˇrem lze tedy formulovat, zˇe
oba modely popsaly zvoleny´ prˇechodovy´ deˇj minima´lneˇ se lisˇı´cı´mi kvantitativnı´mi hodnotami.
Prˇi porovna´nı´ experimenta´lnı´ch vy´sledku˚ je nutne´ mı´t na pameˇti i ru˚zny´ charakter obou modelu˚
(makroskopicky´ a mikroskopicky´). Numericky´ makroskopicky´ model nema´ mozˇnost zachy-
tit prˇechodovy´ jev v takove´ mı´rˇe detailu a je zde nutne´ rˇesˇit proble´m nespojitostı´ pocˇa´tecˇnı´
podmı´nky. Pro detailnı´ zkouma´nı´ prˇechodove´ho jevu je evidentneˇ vhodneˇjsˇı´ model mikrosko-
picky´ (simulacˇnı´), ktery´ je vsˇak vy´pocˇetneˇ na´rocˇneˇjsˇı´. Graficke´ srovna´nı´ vy´sledku˚ prˇina´sˇı´ v
tomto prˇı´padeˇ pomeˇrneˇ uspokojive´ vy´sledky, ktere´ ”naznacˇujı´“, zˇe modely odpovı´dajı´ rea´lne´
situaci. V tomto u´sudku je vsˇak potrˇeba opatrnosti a na za´kladeˇ algoritmu viz obr. 6 pecˇliveˇ
oveˇrˇit u´speˇsˇnost pouzˇitı´ dane´ho modelu.
Shrnutı´. V poslednı´ kapitole jsme se veˇnovali rˇesˇenı´ proble´mu uvedene´ho v prˇedchozı´ch dvou
kapitola´ch pomocı´ numericky´ch metod, prˇicˇemzˇ jsme se zameˇrˇili pouze na neˇktere´ vybrane´
u´seky, protozˇe je toto te´ma velmi rozsa´hle´. V u´vodu jsme se sezna´mili s pojmem diference a
diferencˇnı´ metody. Je zde popsa´n postup, jak lze numericky hledat rˇesˇenı´ dane´ parcia´lnı´ dife-
rencia´lnı´ rovnice a je zde provedena strucˇna´ diskuze ty´kajı´cı´ se pojmu˚ konvergence, stabilita
a konsistence numericke´ metody, CFL podmı´nka. V za´veˇru byly vypracova´ny grafy za´vislosti
hustoty provozu na cˇase pro danou u´lohu, ktere´ demonstrujı´ vy´sledky rˇesˇenı´ u´lohy pomocı´ me-
tod trˇı´ ru˚zny´ch typu˚ a soucˇasneˇ bylo provedeno jejich porovna´nı´. Pro prohloubenı´ znalostı´ v
te´to oblasti lze doporucˇit naprˇı´klad publikace [6] nebo [13].
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9 Za´veˇr
Cı´lem te´to pra´ce bylo vybrat a zpracovat vhodny´ studijnı´ a ucˇebnı´ materia´l urcˇeny´ pro ucˇitele
pracujı´cı´ se studenty strˇednı´ch sˇkol s rozsˇı´rˇenou vy´ukou matematiky nebo pro vysokosˇkolske´
ucˇitele, kterˇı´ vyucˇujı´ studenty v oborech, kde matematika nenı´ prˇedmeˇtem hlavnı´ho studia. Par-
tie uvedene´ v te´to pra´ci byly za´meˇrneˇ voleny tak, aby nebyly soucˇa´stı´ osnov na uvedeny´ch
sˇkola´ch, ale aby vyuzˇı´valy znalostı´ studentu˚ zı´skany´ch v ra´mci obvykle´ho studia. Hlavnı´ moti-
vacı´ bylo nabı´dnout ucˇitelu˚m mozˇnost, jak si zvy´sˇit vlastnı´ nadhled a jak sezna´mit studenty s
neˇktery´mi oblastmi matematiky a probudit v nich eventua´lnı´ za´jem. Bohuzˇel v soucˇasnosti se
sta´le vı´ce zacˇı´na´ projevovat fakt, zˇe si studenti nedoka´zˇı´ spojit prˇedmeˇt matematiky s praxı´, cozˇ
ma´ za na´sledek velkou neoblibu matematiky jako takove´.
Vy´sˇe zminˇovane´ postrˇehy vedly k vy´beˇru te´matu disertacˇnı´ pra´ce - sjednotit vybrane´ u´seky
matematiky do celku veˇnujı´cı´mu se problematice matematicke´ho a numericke´ho modelova´nı´.
Matematicke´ modelova´nı´ je v soucˇasnosti nedı´lnou soucˇa´stı´ mnoha disciplı´n ru˚zne´ho zameˇrˇenı´,
s matematicky´mi modely se setka´va´me kazˇdodenneˇ, acˇkoliv si to cˇasto ani neuveˇdomujeme.
Nejveˇtsˇı´ prˇı´nos prˇina´sˇı´ sezna´menı´ se s modelova´nı´m ovsˇem v tom, zˇe prˇi vytva´rˇenı´ jiste´ho
konkre´tnı´ho modelu je nutne´ propojit teorii s praxı´ a tı´m detailneˇ pochopit rˇadu souvislostı´ a
vztahu˚. Samotny´ proces modelova´nı´ prˇedstavuje pro studenty zcela novy´ pohled na rˇesˇenı´ prak-
ticky´ch proble´mu˚, rozvı´jı´ jejich logicke´ mysˇlenı´ a propojuje neˇkolik prˇedmeˇtu˚ zastoupeny´ch v
ucˇebnı´ch osnova´ch - matematiku, fyziku, vy´pocˇetnı´ techniku, biologii, chemii, ekonomii atd.
Z tohoto du˚vodu lze povazˇovat matematicke´ modelova´nı´ za vy´jimecˇny´ zpu˚sob jak studenty za-
ujmout, podnı´tit ke studiu a trˇeba i nasmeˇrovat ve vy´beˇru dalsˇı´ho studia. Da´le je trˇeba zdu˚raznit,
zˇe cela´ rˇada u´loh, ktere´ se vyskytujı´ v matematice, nenı´ analyticky rˇesˇitelna´ nebo je nalezenı´
prˇesne´ho rˇesˇenı´ prˇı´lisˇ obtı´zˇne´. A pra´veˇ numericka´ matematika, ktera´ se neusta´le ve sve´m vy´voji
posunuje, je velmi pestry´m a modernı´m oborem, ktery´ se v teˇchto prˇı´padech zameˇrˇuje na na-
lezenı´ prˇiblizˇne´ho rˇesˇenı´. Studenti majı´ mozˇnost se prostrˇednictvı´m matematicke´ho a nume-
ricke´ho modelova´nı´ sezna´mit se za´klady numericke´ matematiky, o kterou se prˇi modelova´nı´
opı´ra´me.
Prˇi prˇı´praveˇ pra´ce byla zameˇrˇena pozornost na podrobne´ rozpracova´nı´ textu do detailu˚ tak,
aby studenti pochopili hlavnı´ mysˇlenku prˇi modelova´nı´ neˇktery´ch jevu˚, ty´kajı´cı´ch se naprˇı´klad
dopravnı´ho toku a podrobne´ho popisu toho, jak se konstruovala mnozˇina charakteristik, jak lze
vyuzˇı´t iteracˇnı´ metody nebo jaky´ vy´znam ma´ Lipschitzova podmı´nka. K porozumeˇnı´ souvislostı´
mezi dveˇma pohledy na proble´m - mikro a makroskopicky´, se zde nabı´zı´ vyuzˇitı´ softwaru Any-
Logic, ktery´ je pro vy´uku dostupny´ zdarma. V soucˇasnosti je take´ velmi rozsˇı´rˇeny´m na´strojem
v praxi naprˇı´klad pro tvorbu jednotlivy´ch simulacı´ v ra´mci podnikovy´ch procesu˚. Pra´ce s tı´mto
produktem mu˚zˇe by´t prˇı´nosna´ jednak pro ucˇitele a jednak i pro studenty, pro ktere´ mu˚zˇe mı´t
i velky´ vy´znam prˇi rozhodova´nı´ se o sve´m dalsˇı´m zameˇrˇenı´. Kapitola, ve ktere´ se postupneˇ v
za´veˇru dostaneme k termı´nu˚m jako je chaos cˇi bifurkace, by mohla studenty zaujmout, navı´c se
zde nabı´zı´ mozˇnost vy´klad rozsˇı´rˇit a dotknout se zajı´mavy´ch pojmu˚ jako je nama´tkou frakta´l.
V poslednı´ cˇa´sti pra´ce bylo obtı´zˇne´ se rozhodnout, jak podrobneˇ a jaky´m te´matu˚m se veˇnovat.
Proto tato kapitola prˇedstavuje spı´sˇe strucˇny´ soubor vybrany´ch postupu˚ a termı´nu˚ a sama o sobeˇ
by si zaslouzˇila by´t rozsˇı´rˇena na samostatnou pra´ci.
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Pra´ce obsahuje velmi pocˇetne´ mnozˇstvı´ grafu˚ a obra´zku˚, ktere´ byly azˇ na jednotlive´ ilustrace
vypracova´ny samostatneˇ. Soucˇasneˇ byla vytvorˇena rˇada programu˚ veˇtsˇinou v programovacı´m
jazyce Microsoft Excel a Derive 6 naprˇı´klad program pro zna´zorneˇnı´ bifurkacˇnı´ho diagramu
viz obr. 30, programy pro graficke´ vy´stupy metody Upwind cˇi Laxovy-Friedrichsovy metody.
V za´veˇru je trˇeba zdu˚raznit hlavnı´ za´meˇr, ktery´ vedl k sepsa´nı´ tohoto textu jako prostrˇedku
k pochopenı´ jizˇ zna´my´ch souvislostı´ a propojenı´ s novy´mi te´maty, ktera´ jsou v soucˇasnosti
soucˇa´stı´ modernı´ veˇdy. Tento studijnı´ materia´l mu˚zˇe by´t prˇijat vyucˇujı´cı´m individua´lneˇ a za´lezˇı´
na kazˇde´m, jaky´m zpu˚sobem k vy´kladu la´tky prˇistoupı´ tak, aby studentu˚m zpestrˇil a obohatil ho-
diny matematiky, fyziky, informatiky cˇi historie. Vy´beˇr te´mat v te´to pra´ci byl subjektivnı´, nabı´zı´
se velka´ sˇka´la mozˇnostı´, jak se k matematicke´mu modelova´nı´ postavit a zvolit prˇı´klady vhodne´
pro prezentaci modelu˚ naprˇ. v ekonomii, fyzice cˇi biologii. Cı´lem te´to pra´ce bylo prˇedevsˇı´m
upozornit na mozˇnost zarˇazenı´ te´matu matematicke´ho modelova´nı´ do soucˇasny´ch ucˇebnı´ch os-
nov na strˇednı´ch sˇkola´ch ve vhodne´m rozsahu a s rozumneˇ voleny´m prˇı´stupem.
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